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Abstract 

We study Manin triples for a reductive Lie algebra, g. First, we general- 
ize results of E. Karolinsky, on the classification of Lagrangian subalgebras 
(cf. KAROLINSKY E., A Classification of Poisson homogeneous spaces of a 
compact Poisson Lie group, Dokl. Ak. Nauk, 359 (1998), 13-15). Then we 
show that, if g is non commutative, one can attach , to each Manin triple in 
g , another one for a strictly smaller reductive complex Lie subalgebra of g. 
We study also the inverse process. 



Introduction 

Let g be a finite dimensional, complex, reductive Lie algebra. One says that 
a symmetric, g-invariant, M-bilinear form on g is a Manin form if and only 
if its signature is (dimcQ, dirricQ) . A Manin form is called spécial, if its re- 
striction to any complex semisimple Lie algebra is non zéro. It is easily seen 
that for a complex semisimple (resp. simple) Lie algebra, every non degener- 
ate (resp. non zéro) symmetric, g invariant, M-bilinear form on g is a Manin 
form (resp. spécial). 

Recall that a Manin-triple in g is a triple (B,i, i'), where B is a Manin 
form and where i, i' are real Lie subalgebras of g, isotropic for B, and such 
that i + t' = g. Then this is a direct sum and i, i' are of real dimension equal 
to the complex dimension of g. 

Our goal is to construct ail Manin-triples of g, up to conjugacy under the 
action on g of the connected, simply connected Lie group G with Lie algebra 
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g, by induction on the rank of the derived algebra of g. 

One calls af-involution of a complex semi-simple Lie algebra m, any invo- 

lutive automorphism of m, a such that there exists : 

1) an idéal m of m, and a real form fj of m , 

2) simple ideals of m, m^, m", j = 1, . . . ,p, 

3) an isomorphism of complex Lie algebras, Tj, between and m", j = 
1, . . . ,p, 

such that, denoting by := {(X,Tj(X)\X G m^}, and by f) the fixed point 
set of a, one has : 

m = m © (©i=i,...,p(nij- © m")) 

i) = ho © (® j= i,...M 

Notice that an R-linear involutive automorphism of m is determined by its 
fixed point set, as the set of antiinvariant points is just the orhogonal of the 
fixed point set, for the Killing form of m, viewed as a real Lie algebra. The 
following Theorem generalize previous results of E.Karolinsky (cf [K2], The- 
orem 1 (i) and [Kl] for the proof, see also [K3] Proposition 3.1), as we do 
not make any restriction on the Manin form. 
Theorem 1 

Let B be a Manin form and let i be a Lagrangian subalgebra of g for B, 

i. e. a real Lie subalgebra of g of dimension the complex dimension of g and 
isotropic for B . Then : 

a) If we dénote by p the normalizer in g of the nilpotent radical, n, of i, then 
p is a parabolic subalgebra of g ; with nilpotent radical equals to n. 

b) Let [ be a Levi subalgebra of p (i.e. i is a reductive Lie subalgebra of p 
with p = l © n), and dénote by m its derived idéal and a its center,then the 
intersection, h, of i and m is the fixed point set of an af-involution of m, 
which is isotropic for B. Moreover, if B is spécial () is a real form of m 

c) The intersection, i a , of a and i, is isotropic for B, and its real dimension 
equals the complex dimension of a. 

d) One has i = f) © i a © n. 

Reciprocally , any real Lie subalgebra, \, of g, which is of this form is La- 
grangian for B . 

Then, one says that i is under p 

One chooses a Cartan subalgebra j of g, and a Borel subalgebra of g con- 
taining jo, bo- Then, from Theorem 1 and the Bruhat décomposition, one 
sees (cf. Proposition 1) that every Manin triple is conjugated, under G, to a 
Manin triple (B, i, i') such that i is under p and i' is under p', with p contain- 
ing b and p' containing the opposite Borel subalgebra to b , with respect to 
j . A Manin triple satisfying thèse conditions will be called standard, under 

(pY)- 

If r is a real subalgebra of g, we dénote by R the analytic subgroup of G with 
with Lie algebra r . 

If e is an abelian real subalgebra of g, r is an e-invariant subspace of g, let 
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A(t, e) the set of weights of e in r, which is the subset of H orriez, C) whose 
éléments are joint eigenvalues of éléments in e acting on r.The weight space 
of a in A(r, e) is denoted by t a . 

Let p, p' be given as above, and let B be a Manin form on g. 
Theorem 2 

If there exists a standard Manin triple (B,i, i') under (p,p'), then p or p' is 
différent frora g . 

Theorem 3 

Suppose that (B, i, i') is a standard Manin triple under (p, p') ). Let p n be the 
projection of g on the )o-invariant supplementary subspace of the nilpotent 
radical n' of p' , with kernel n' . Let i © n the Langlands décomposition of 
p, such that i contains jo- Set ii = p n (f) D p'), where i) — i D l. One defines 
similarly i[ . 

Then ii,i[ are contained in Ifl ['. Moreover, if B\ dénotes the restriction of 
B to l n [', (B u ii, ii) is a Manin triple for l f] {' . We set g 1 := l n ['. 
We will use freely the notation of Theorem 1 for (Bi, ii, i^), which is called 
the predecessor of the standard Manin triple (B, i, i') . 

Theorem 4 

(i) Every Manin triple under (p,p') is conjugate to a standard Manin triple 
as above, (B,i,i'), with predecessor (Bi,ii,i[), for which there exists a fun- 
damental Cartan subalgebraf (resp. f) ofi (resp.'x 1 ), included in\ x (resp. 
such that, if we dénote by a (resp. a') the af-involution ofm (resp. m'), with 
fixed point set t) (resp. i)'), then the pair (f, a) satisfies the following proper- 
ties (the pair (f, c') satisfying similar properties with the obvious changes) : 

1) The map a is an af-involution of m with fixed point set I), and f is a fun- 
damental Cartan subalgebra of ii such that f = f + i a; where f = f n f) is a 
fundamental Cartan subalgebra ofi) and\ a — ifl a. Moreover i a is Lagrangian 
for B restricted to a, and f) is isotropic for B. Let us dénote by j the central- 
izer of f in g. This is a Cartan subalgebra of g, contained in [fl i'. 

2) The intersection of f) with n' is reduced to zéro. 

3) There exists a Borel subalgebra, b, of m, containing j fl m and included in 
m fl p', such that a(b) + b = m. 

4) There exists a unique Langlands décomposition of pi (where ii is under 
Pi), Ii © tii, with Ii containing f. Then mi := [ii,Ii] is equal to the derived 
idéal of (m n [') n a(m D i') . 

5) If a G A(m,j), one can define a G A(m,j) by the condition : a(m a ) = m-. 
One has : tii = ® a gA(n'ny)n A(tnt',j) ttx-. 

6) The restriction of a to mj is equal to the af-involution of mj having 
f) := ii fl mx as fixed point set. 

One says that the standard Manin triple (B,x, i') is linked , or linked to its 
predecessor (Bi, ii, [[) , with link (f, f)- 

(ii) Reciprocally, if B is a Manin form, if (_Bi,ii,i^) is a Manin triple for 
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[fl {' , and if (f, a) (resp. (f',o~')) satisfies the conditions 1) to 6) (resp. the 
conditions 1) to 6) with the obvions changes), then the triple (B,i, where 
i : = f) + i a + n 7 and j/ is defined similarly, is a standard Manin triple , under 
(p,p') 7 linked to (B 1 ,i 1 ,i' l ) with link (f, f)- 

One shows easily that every Manin triple for q is conjugated under G to 
a standard linked Manin triple having a séquence of predecessors which are 
standard and linked (cf. Proposition 5). We say that such a Manin triple is 
strongly standard. Then the séquence is stationnary and its ending élé- 
ment, denoted by (B p , i p , i' p ) (where p dénotes the first index for which g p = j ) 
is a Manin triple in j , where B p is the restriction of B to jo- It dépends only 
on the conjugacy class under G of the original Manin triple and it is called 
the bottom of this conjugacy class. Then, if {Bi, i±, [[) is as in Theorem 3 
(ii), and moreover strongly standard, the existence of a fundamental Cartan 
subalgebra f of ii with f is equal to the sum of its intersections with m and a 
(as in condition 1) of the Theorem 4) is équivalent to the fact that i p satisfies 
the same property. Moreover, in this case f and i p are conjugate by an élé- 
ment Xi of I\Ï2---l p - More precisely X\ — y\.. .y p , where the yj are éléments 
of Ij such that for ail j — 2, . . . ,p, one has Ad(yjyj + i . . . y p )(i p ) C ij fl 
This allows us to partly reduce the construction of an af-involution, for which 
the fixed point set has f = f fl m as fundamental Cartan subalgebra, and sat- 
isfying the properties 1) to 5), to a similar problem with f replaced by i p nm, 
ii, by li, where b contains jo, and b © tli is a Langlands décomposition of p 
(cf. Lemme 13). The correspondance between the solutions of the two prob- 
lems is given by conjugacy under x±. In principle, this problem can be solved 
explicitely , the possibilities for \ p D m being finite . Up to conjugacy by Jo, 
there are only finetely many solutions (Propositions 6, 7). The condition 6) 
adds an extra restriction. 

One wants also to décide when the Manin triples that are built with the help 
of Theorem A (ii) are conjugate under G. 

This question reduces, by induction, to determining when strongly standard 
Manin triples, with a given predecessor (Bi, , ii, and which are under 
(p, p') are conjugate. 

Let / be the normalizer of i in G. It is equal to H AN, where H = {m G 
M\Ad ?7ï| m commutes with cr}. Then, the problem of conjugacy ultimately 
reduces to deciding whether the intersection of xi with x'V is non empty. 
Here, the éléments x, x' of G can be determined from the data , in particular 
from the Xi above, corresponding to each of the triples. 
Comment on proofs: 

The proof of Theorem 1 rests on the properties of the radical and of the nilpo- 
tent radical of a Lie algebra (cf. [Bou], Groupes et algèbres de Lie, Chapitre 
I) , and the décomposition of éléments in a semisimple Lie algebra as a sum 
of commuting nilpotent and semisimple éléments. As we said already, our 
method of proof is probably a mixing of the Karolinsky's method for proving 
his results quoted above. 
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In the proof of Theorem 2, we use a resuit of Gantmacher [G] which ensures 
that every automorphism of a real semisimple Lie algebra lias non zéro flxed 
points. 

The proof of Theorem 3 is elementary. 

In the proof of Theorem 4, we use the characterization, by T. Matsuki ([Ml], 
[M2]) of open orbits in generalized flag manifolds of a complex semisimple Lie 
group, under the action of the fixed point set of an involutive automorphism. 

Aknowledgment : I thank very much C. Klimcik for suggesting me this 
work, and for many interesting discussions. I thank also J.L. Brylinski for 
pointing out to me the work of E. Karolinsky. 

1 Sous-algèbres de Lie Lagrangiennes 

Dans tout l'article, algèbre de Lie voudra dire algèbre de Lie de dimension 
finie. 

Si g est une algèbre de Lie on notera souvent Q der son idéal dérivé. 
Soit a est une algèbre de Lie abélienne sur K = R ou C, V un a-module 
complexe. Pour À G H 0771k(ci, C), on note V x := {y G V|Xf = \(X)v, X G 
a}, qui est appelé le sous-espace de poids À de V. On dit que À est un poids 
de a dans V si V x est non nul et on note A(V, a) l'ensemble des poids non 
nuls de a dans V. 

Si G est un groupe de Lie, on notera G sa composante neutre. 
Lemme 1 

(i) Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe, Qi, ■ ■ ■ ,Q n ses idéaux sim- 
ples. Toute forme M.-bilinéaire g-invariante sur g est du type B x ( ou B\), où 
A = (Ai,...,A n ) GC" et: 

B x (X 1 + ... + X n ,Y 1 + ... + Y n )= Yl ImiXiK^Yi)), 

i=l,...,n 

si les Xi,Yi sont des éléments de g^. Ici K Si désigne la forme de Killing de 
Qi- 

En particulier, une telle forme est symétrique et les idéaux simples sont deux 
à deux orthogonaux pour une telle forme. 

(ii) La forme B\ est non dégénérée si et seulement si chacun des \ est non 
nul. Elle est alors de signature (dim C Q, dim C Q) . 

(iii) La restriction de B\ à une sous-algèbre complexe et simple, s, de q, 
est de la forme B^, où n — Z)i=i,...,n ?Ai e ^ pour chaque i, qi est un nombre 
rationnel positif. De plus qi est non nul si et seulement si s a un crochet non 
nul avec Qi. 

Démonstration : Traitons d'abord le cas où q est simple, auquel cas n — 1. 
La donnée d'une forme M-bilinéaire g-invariante sur g, équivaut à celle d'une 
application M-linéaire entre g et Hom^g, R) , qui commute à l'action de g, 
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regardée comme algèbre de Lie réelle. Mais la partie imaginaire de la forme 
de Killing de g (regardée comme complexe) détermine un isomorphisme de 
g-modules entre g et Hom^(g,M.). Finalement, la donnée de notre forme 
équivaut à la donnée d'un endomorphisme, T, R-linéaire de g, commutant à 
l'action de g. 

Soit É une forme rélle compacte de g. On écrit : 

T(X) = ReT(X) +UmT(X), X G fi, 

où ReT(X), ImT(X) G fi. Alors ReT, ImT sont des éléments de Homt(t, fi). 
Comme fi est simple, il résulte du lemme de Schur que cet espace est égal à 
K. Idï. Donc, il existe À G C tel que : 

T(x) = \x, x g fi 

Maintenant, si X, Y G fi, on a : 

T(i[X,Y])=T([iX,Y]) = [iX,TY] 

la dernière égalité résultant du fait que T commute à l'action de g. Joint à 
ce qui précède, cela donne : 

T(i[X,Y]) = \i[X,Y], X,Y G fi 

Comme [fi, fi] = fi, on conclut que T est la multiplication par À. D'où (i) dans 
le cas où g est simple. 

Supposons maintenant que g soit la somme directe de deux idéaux g', g". 
Soit B une forme IR-bilinéaire g-invariante sur g. On a : 

B([X',Y'],X") = -B(Y',[X',X"}) = 0, X 1 , Y' G g', X" G g" , 

la dernière égalité résultant du fait que g', g" commutent entre eux. Comme 
[0> 0] = g, on a aussi [g', g'] = g'. Finalement g' et g" sont orthogonaux. 
Alors, on déduit (i) pour g semi-simple du cas où g est simple. 

(ii) L'assertion sur la non nullité des Àj est claire. Pour l'étude de la signature, 
on se ramène au cas où g est simple. Supposons À G C, non nul. Soit fi une 
forme réelle compacte de g. On fixe une base X±, . . . , Xi de fi. On choisit une 
racine carrée /i de ïA -1 .On pose Yi = fiXi, Zi = ifiX{. Alors B\(Yi, Zj) = 0, 
B\(Yi,Yj) = ôij, B\(Zi,Zj) = —ôij. D'où l'on déduit l'assertion voulue sur 
la signature. 

(iii) On utilisera le fait suivant : 

Si p est une représentation complexe d'une algèbre de Lie simple complexe s 
dans un espace de dimension finie V , on a : 

tr(p(X)p(Y))=qK s (X,Y) 

où q est un nombre rationel positif. De plus q est nul si et seulement si p est 
triviale. 
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L'existence d'un coefficient de proportionnalité q est claire , car la forme de 
Killing est la seule forme C-bilinéaire sur s, à un scalaire multiplicatif près. 
On se ramène, pour l'étude de g, au cas où p est simple. On considère, sur 
V, un produit scalaire invariant par une forme réelle compacte, ï, de s. Si 
X G t, p(X) est antihermitien et : 



cette trace étant nulle seulement si p{X) est nul. On en déduit que q > si 
p est non triviale. Puis on prend un élément non nul d'une sous-algèbre de 
Cartan j de s, sur lequel tous les poids entiers de ) sont entiers. On en déduit 
que K g (X, X) et tr(p(X)p(X)) sont des entiers, le premier nombre étant non 
nul car égal à la somme sur toutes les racines, a, de (a(X)) 2 . La rationalité 
de q en résulte. □ 

Définition 1 

Si g est une algèbre de Lie réductive complexe, une forme M.-bilinéaire 
symétrique sur g et invariante par g est dite forme de Manin si et seulement 
si elle est de signature (dim c g, dim c g) . Une forme de Manin est dite forme 
spéciale si sa restriction à toute sous-algèbre de Lie complexe semi-simple est 
non dégénérée. 

Lemme 2 

(i) Une forme "SL-bilinéaire symétrique g-invariante sur g est spéciale si et 
seulement si sa restriction à g der est spéciale et si sa restriction au centre, 
de g est de signature (dimc$,dimc$). 

(ii) La restriction d'une forme spéciale à une sous-algèbre de Lie semisimple 
complexe de g est spéciale. 

(iii) La restriction d'une forme spéciale au centralisateur d'un élément semi- 
simple de g, dont l'image par la représentation adjointe de g n'a que des 
valeurs propres réelles, est spéciale. 

(iv) Si g est semi-simple, et B = B\, où À = (Ai, . . . , À n ) G C n vérifie : 

Si ^2 q%Xi = avec qi G Q + , alors les qi sont tous nuls (1.1) 




alors B est spéciale. On note que (1.1) est satisfait dès que les Àj sont 
indépendants sur Q, ou bien tous strictement positifs. 

(v) Si g est simple, toute forme R-bilinéaire symétrique g-invariante sur g 
est spéciale. 

Démonstration : (i) résulte du fait que toute sous-algèbre semi-simple de 
est contenue dans g der et que, pour toute forme M-bilinéaire symétrique 
g-invariante sur g, le centre de g et g der sont orthogonaux, 
(ii) est clair. 

Montrons (iii). Comme le centralisateur d'un élément de g est la somme de 



tr(p(X)p(X)) 



tr(p(X)p(X)*) < 
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son intersection avec g et de celle avec le centre, on se réduit aisément, 
grâce à (i) au cas où g est semi-simple, ce que l'on suppose dans la suite. 
Soit X un élément semi-simple de g tel que ad X n'a que des valeurs propres 
réelles, soit l son centralisateur et c le centre de l. D'après (i) et (ii), il 
suffit de voir que la restriction d'une forme spéciale à c est de signature 
(dimcC, dimcc). Soit ) une sous-algèbre de Cartan de g contenant X. Alors c 
est égal à l'intersection des noyaux des racines de j dans q s'annulant sur X. 
Cela montre que c est la somme de ses intersections avec les idéaux simples 
de g. Il suffit alors de prouver notre assertion sur la signature dans le cas 
où g est simple. Alors B = B\, avec A non nul. Soit Jr l'espace formé des 
éléments de ) sur lesquels toutes les racines de j dans g sont réelles, qui est 
une forme réelle de j . Il est clair que c est la somme directe de Cr : = cflji 
avec icR. On fixe une base orthonormée, X ± , ... , X h de Cr, pour la forme de 
Killing de g. Celle-ci existe car la forme de Killing est définie positive sur 
)r. On choisit une racine carrée \i de iX^ 1 . Onpose = /iXi, Zi = i/iXi. 



Alors B x {Yi,Zj) = 0, B x {Yi,Yj) = S itj , B^Z^Zj) = -S itj . D'où l'on déduit 



l'assertion voulue sur la signature, ce qui prouve (iii). 

(iv) est une conséquence immédiate du Lemme 1 et (v) est un cas particulier 



Corollaire 1 (i) La restriction, d'une forme W-bilinéaire, symétrique, g- 
invariante sur g, et non dégénérée, B , au centralisateur, [ d'un élément 
semi-simple de g, dont l'image par la représentation adjointe de g n'a que des 
valeurs propres réelles, est non dégénérée. Il en va de même de sa restriction 
à \ der et au centre a de l . 

(ii) Si B est une forme de Manin sur g, sa restriction à i (resp. [ der , a) est 
une forme de Manin sur i (resp. l der , a). 

(iii) Une forme bilinéaire symétrique, g-invariante est une forme de Manin 
si et seulement si sa restriction à g der et sa restriction au centre de g sont 
des formes de Manin. 

Démonstration : 

L'algèbre de Lie ( est la somme du centre 3 de g avec la somme de ses in- 
tersections avec les idéaux simples de g. Ces sous-algèbres sont deux à deux 
orthogonales pour B, d'après le Lemme 1. La restriction de B à 3 est non 
dégénérée, car g der et 3 sont orthogonaux. De plus la restriction de -B à 
l'intersection de ( avec un idéal simple de g est non dégénérée, d'après le 
Lemme 2 (iii), appliqué à cet idéal simple. D'où l'on déduit que la restriction 
de B à [ est non dégénérée, ce qui implique le même fait pour sa restriction 
à [ der et 0. 

Si B est de signature (dimcg, dim c g) , sa restriction à 3 est de signature 
{dimci,dim c i). Alors, les assertions sur la signature se démontre comme 
ci-dessus, grâce au Lemme 2 (ii), (v), apliqué aux idéaux simples de g. D'où 




□ 




La partie si de (iii) est claire. La partie seulement si résulte de (ii) 



□ 
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On rappelle que le radical d'une algèbre de Lie, g est son plus grand idéal 
résoluble, et que son radical nilpotent, est le plus grand idéal, dont les 
éléments sont représentés par des endomorphismes nilpotents dans chaque 
représentation de dimension finie de g. Suivant Bourbaki, on appelle sous- 
algèbre de Levi d'une algèbre de Lie, toute sous-algèbre semi-simple supplé- 
mentaire du radical. Si g est une algèbre de Lie semi-simple complexe on 
appelle décomposition de Langlands d'une sous-algèbre parabolique p de g 
une décomposition de la forme p = l © n, où n est le radical nilpotent et l est 
une sous-algèbre de Lie complexe de g, réductive dans g. 
Rassemblons dans un Lemme quelques propriétés des décompositions de 
Langlands d'une sous-algèbre parabolique. 

Lemme 3 Soit une p sous-algèbre parabolique de g, n son radical nilpotent. 

(i) Si) est une sous-algèbre de Cartan de p, c'est une sous-algèbre de Cartan 
de g , et il existe une seule décomposition de Langlands de p, p = [© n ; telle 
que ) soit contenue dans l. 

(ii) Si ), )' sont deux sous-algèbres de Cartan de g, contenues dans p, elles 
sont conjuguées par un élément de P, qui conjugue les algèbres [ et [' corre- 
spondantes. 

(iii) Si p = Iffin est une décomposition de Langlands de p, toute sous-algèbre 
de Cartan de p est une sous-algèbre de Cartan de g. 

Démonstration : 

Revenant à la définition des sous-algèbres paraboliques (cf [Bou], Ch. VIII, 
Paragraphe 3.4, Définition 2, par exemple), on voit qu'il existe une sous- 
algèbre de Cartan de g, ji, et une décomposition de Langlands de p, p — b©tt, 
avec ji contenue dans b, telle que b soit la somme des sous-espaces poids 
de ji dans p, qui ne rencontre pas n. En particulier les poids de ji dans 
b ^ p/n sont distincts de ceux dans n. Si p = l[ © n est une décomposition 
de Langlands de p, avec ji contenue dans l[, l[ est somme des sous-espaces 
poids de b dans i[ ~ g/n. D'où l'égalité de b et i[. Ceci assure l'unicité 
de 1 pour j — ji- Maintenant toutes les sous-algèbres de Cartan de p sont 
conjuguées à ji, par un élément de P (cf. [Bour], Paragraphe 3.3, Théorème 
1). On en déduit (i) par transport de structure, et (ii) résulte de la preuve 
de (i). 

Montrons (iii). Si p = l © n est une décomposition de Langlands de p, 
l'action du centre de [ sur g est semi-simple, puisque 1 est réductive dans g. 
Cela implique que, si j une une sous-algèbre de Cartan de 1, j est abélienne 
et formée d'éléments semi-simples de g. Mais l est isomorphe à p/n, qui est 
une algèbre réductive de même rang que g. Pour des raisons de dimension, 
on voit que j est une sous-algèbre de Cartan de g. □ 

Définition 2 On appelle af-involution (a pour antilinéaire, f pour flip) d'une 
algèbre de Lie semi-simple complexe m, tout automorphisme involutif, R- 
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linéaire, a, de m, pour lequel il existe : 

1) un idéal rrio de m, et une forme réelle, f)o of vcio- 

2) des idéaux simples de m ; m'j, m", j = 1, . . . ,p. 

3) un isomorphisme d'algèbres de Lie complexes, Tj, entre m'j et m", j = 
l,...,p, 

tel que, notant \)j := {(X,Tj(X)\X G tn^}, et notant t), l'ensemble des points 
fixes de a, on ait : 

m = m © (© i= i,..., p (m^ © m")) 

f) = f) © (® j= i,...M 

Il est bon de remarquer qu'un automorphisme involutif de m est caractérisé 
par son espace de points fixes, car l'espace des éléments anti-invariants est 
juste l'orthogonal de celui-ci, pour la forme de Killing de m regardée comme 
réelle. 

Débutons par quelques propriétés élémentaires. 

Lemme 4 Soit t) une forme réelle simple d'une algèbre de Lie semi-simple 
complexe s. 

(i) L'algèbre s n'est pas simple, si et seulement si t) admet une structure 
complexe 

(ii) Dans ce cas, s est le produit de deux idéaux simples, S\, s 2 , isomorphes 
à i). 

(iii) Toujours dans ce cas, il existe un isomorphisme antilinéaire, t, entre 
les algèbres de Lie Si, &2, regardées comme réelles, tel que : 

t) = {(x,r(x))\Xe Sl } 

Démonstration : 

Les points (i) et (ii) sont bien connus. Montons (iii). Comme f) est une 
forme réelle de S\ © s 2 , la projection de t) sur chacun des deux facteurs est 
non nulle, donc induit un isomorphisme M-linéaire de t) avec chacun de ces 
facteurs. Il en résulte que h a la forme indiquée, mais on sait seulement que 
r est M-linéaire. Mais alors t) apparait comme l'ensemble des points fixes de 
l'automorphisme involutif IR-linéaire de s défini par : 

(X, Y) » (r-\Y), t(x)),x e «i, y G fi 2 

D'après la remarque qui précède le Lemme, cette involution doit être égale 
à la conjugaison par rapport à f), donc elle est antilinéaire. Ceci implique 
l'antilinéarité de r. □ 

Lemme 5 On se donne une af -involution, a, d'une algèbre de Lie semi- 
simple de m. Les idéaux simples de m sont permutés par a. On note rrij, j = 
1, . . . , r, les idéaux simples de m. On définit une involution 9 de {1, . . . , r} 
caractérisée par : o"(trij) = m<j(j), j = 1, . . . , r. Pour j = 1, . . . , r, l'une des 
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propriétés suivantes est vérifiée : 

1) 6{j) = j et la restriction de a à m, est un automorphisme antilinéaire de 

Vtlj. 

2) 6{j) 7^ j et la restriction de a à Vîij est un isomorphisme antilinéaire de 
vcij sur tri0(j) . 

3) 9(j) 7^ j et la restriction de a à m.j est un isomorphisme C-linéaire de m.j 

SUr Ttl6)(j) . 

On est dans le cas 1) ou 2) si et seulement si m-,- est contenu dans l'idéal mo 
de la définition des af-involutions. 

Démonstration : 

En effet, soit f) p+ ;, / = 1, . . . , q, les idéaux simples de f) . Comme f) est une 
forme réelle de fh , m est la somme directe des ()/ + if);, qui sont en outre 
des idéaux. Si f); + % est simple, c'est un idéal simple de m et on est dans le 
cas 1). Sinon + % est le produit de deux idéaux simples nv,- x et l'on 
est dans le cas 2). 

On traite de même le cas où m/ est égal à l'un des m^, m", j = 1, . . . ,p, en 
remarquant que f)j 

est l'ensemble des points fixes de l'involution C-linéaire de (m^,mj) donnée 
par : 

(X, Y) h- (t-\Y), t(X)),X e m;, Y e m'; (1.2) 

□ 

Lemme 6 Tout isomorphisme M-linéaire entre deux algèbres de Lie simples 
complexes est soit C-linéaire, soit antilinéaire. 

Démonstration : 

Deux algèbres de Lie semi-simples complexes qui sont isomorphes comme 
algèbres réelles, sont isomorphes comme algèbre de Lie complexes. En effet, 
leurs systèmes de racines restreintes sont alors isomorphes. Mais chacun de 
ceux-ci est isomorphe au système de racine associé à une sous-algèbre de 
Cartan . D'où l'assertion. Ceci implique que l'on peut se limiter, pour prou- 
ver le Lemme, aux automorphismes M-linéaire d'une algèbre de Lie simple 
complexe, q. Considérant la conjugaison par rapport à une forme réelle de g, 
Ih->I, l'algèbre de Lie g' := {(X,X)\X e q} est une forme réelle de q x q 
isomorphe à g. Alors tout automorphisme, a, M-linéaire de q, définit, par 
transport de structure, un automorphisme de q', a', qui possède un unique 
prolongement C-linéaire à q x g, a" . Il existe deux automorphismes C- 
linéaires de g, r et a, tels que a" vérifie : 

a" (XX) = (t(X),9(Y)) ou bien (r(F), 9(X)), (X, Y) G g x g 

Ecrivant la définition de a', la stabilité de g', par a" implique que a est C- 
linéaire dans le premier cas et antilinéaire dans le second. □ 



11 



Corollaire Une involution d'une algèbre de Lie semi-simple complexe est 
une af-involution si et seulement si sa restriction à tout idéal simple qu'elle 
laisse invariant est antilinéaire. 
Démonstration : 

En effet, d'après le Lemme 5, il suffit de voir que tout automorphisme du 
produit de deux algèbres de Lie simples complexes s±, S2, permutant les 
facteurs, est soit C-linéaire, soit antilinéaire. Mais un tel automorphisme est 
de la forme : 

(X, Y) » (r-\Y), r(X)),X G Sl ,Y G S 2 , 

où r est un isomorphisme M-linéaire entre Si, $2 ■ On conclut grâce au Lemme 
précédent. □ 
Comme on l'a indiqué dans l'introduction, le Théorème suivant généralise 
des résultats d'E. Karolinsky (cf. [Kl], Théorème 3 (i) et [K3] Proposition 
3.1) 

Théorème 1 Soit g une algèbre de Lie réductive complexe et B une forme 
de Manin. Soit i une sous-algèbre de Lie réelle de g, Lagrangienne pour B. 
On a les propriétés suivantes : 

(i) Si l'on note p le normalisateur dans g du radical nilpotent, n 7 de \, p est 
une sous-algèbre parabolique de g, contenant \, de radical nilpotent n. 

(ii) Soit p = l © n une décomposition de Langlands de p, a le centre de l et 
m son idéal dérivé. On note f) l'intersection de i et m. Elle est isotrope pour 
B. De plus f) est l'espace des points fixes d'une af-involution de m. 

Si B est spéciale, celle-ci est antilinéaire et f) est une forme réelle de m. 
(va) L'intersection i de a et i est Lagrangienne pour la restriction de B à 
a. 

(iv) On a i = f) © i„ © n. 

Réciproquement si une sous-algèbre de Lie réelle, \, de g est de la forme 
ci-dessus, elle est Lagrangienne pour B. On dit alors que i est sous p. 

Début de la démonstration du Théorème 1 : Soit i une sous-algèbre de 
Lie réelle de g, isotrope pour B, dont la dimension est égale à la dimension 
complexe de g. On note r son radical et on pose : 

n := {X G r H g der \ad s (X) est nilpotent} (1.3) 

Soit f) une sous-algèbre de Levi de t. 

Lemme 7 L'ensemble n est un idéal de i et [i, r] est contenu dans n. 

Démonstration : Montrons que n est un idéal de r contenant [r, r]. En effet, 
comme r est résoluble, dans une base, sur C, bien choisie de g, les ad s (X), 
X G r s'écrivent sous forme de matrices triangulaires supérieures. Pour X G 
r, les entrées de la diagonale de cette matrice sont notées Xi(X), . . . , X P (X), 
où les Xj sont des caractères de r. Alors n est l'intersection des noyaux de 
ces caractères avec g der . Donc n est un idéal de r contenant [r, r]. 
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Si f est une sous-algèbre de Cartan de (), f © r est encore une algèbre de Lie 
résoluble car [f, f] = {0} et [f, r] C x. Un argument similaire à celui ci-dessus 
montre que [f , r] est contenu dans n. La réunion de toutes les sous-algèbres 
de Cartan de f) est dense dans f), d'après la densité des éléments réguliers 
(cf.[Bou], Ch. VII, Paragraphe 2.2 et Paragraphe 2.3, Théorème 1). Par 
continuité et densité, on en déduit que [f),t] C n. □ 

Lemme 8 Soit k un entier compris entre et la dimension réelle de t/n. Il 
existe un sous-espace réel, abélien, a k , de x, de dimension k, tel que : 

(i) a k nn= {0}. 

(ii) <Xk est formé d'éléments semi-simples de g. 

(iii) <ik et f) commutent. 

Démonstration : On procède par récurrence sur k. Si k = 0, le Lemme est 
clair. Supposons le démontré pour k < dim^ix/n) et montrons le au rang 
k + 1. Alors \) © <Xk est une algèbre de Lie réductive dans g, regardée comme 
réelle. D'autre part, comme n contient [i, r] d'après le Lemme précédent, on 
voit que i et donc h © agit trivialement sur t/n. Ceci implique que : 

[f) © cifc, a k © n] c n 

Donc, a k © n. est un (f) © a^) -sous-module de x, qui admet un supplémentaire 
dans r commutant à h © a^, puisque f) © est réductive dans g et que le 
quotient x/a k © n est un h © c^-module trivial. 
On choisit un élément non nul de ce supplémentaire, X. Alors : 

X ex, X \) © o fc , et [AT, f) © a fc ] = {0} (1.4) 

On écrit X = X s + X n , où X n est un élément de Q der , X s est un élément de g 
commutant à X n tels que ad s X s est semi-simple et ad B X n est nilpotent. On 
sait qu'alors ad g X s , ad s X n sont des polynômes en ad g X. Joint à (1.2), cela 
implique : 

[A s ,h©a fe ] = {0}, [X n , f) © a k ] = {0} (1.5) 

Montrons que X n appartient à i. Soit j une sous-algèbre de Cartan de h. Alors 
j ©r est résoluble. On peut donc choisir une base de g dans laquelle les ad s Y, 
Y G j©r, sont représentés par des matrices triangulaires supérieures. On peut 
choisir cette base de sorte qu'elle soit la réunion de bases des idéaux simples 
de g avec une base du centre de g, ce que l'on fait dans la suite. Comme 
ad s X n est un polynôme en ad s X, et que A G r, il est représenté dans cette 
base par une matrice triangulaire supérieure. Comme cet endomorphisme 
est nilpotent, sa diagonale est nulle. On en déduit que, pour tout Y G j © x, 
les composantes de X n et Y dans les idéaux simples de g sont deux à deux 
orthogonales pour la forme de Killing de g. Alors, il résulte de l'orthogonalité, 
pour B, du centre de g à g der et du Lemme 1 (i), que : 

B(X n ,Y) = 0, V Gj©t 



13 



En utilisant la densité dans f) de la réunion de ses sous-algèbres de Cartan, 
on en déduit que X n est orthogonal à i pour B. Mais i est un sous-espace 
isotrope pour B de dimension maximale, d'après la définition des formes de 
Manin. Donc X n est élément de i comme désiré. 

Ecrivons X n = H + R avec H G f), R G t. Comme X n commute à f), d'après 
(1.3) et que [f), r] C t, on voit que H commute à h. Donc H est nul puisque f) 
est semi-simple. Finalement X n G r, et en fait X n G n, d'après la définition 
de n. Comme X appartient à un supplémentaire de + n dans r et que 
X = X s + X n , on a : 

X s G r, X s £ a k + n 

On pose dfc+i = dfc + IRX s . D'après (1.3) et la semi-simplicité de ad s X s , a k+1 
vérifie les propriétés voulues. □ 

Suite de la démonstration du Théorème 1: 

On pose i a := a p , avec p = dim^x/xi, de sorte que i = l) © i © n, où i a est 
formé d'éléments semi-simples de g avec : 

= {0}> «= ia©n 

Comme i © n est résoluble, il existe une sous-algèbre de Borel, b, de g, 
contenant i © n. A noter que n est contenue dans le radical nilpotent, t), 
de b, d'après la définition de n et les propriétés du radical nilpotent d'une 
sous-algèbre de Borel. Montrons que t est contenue dans une sous-algèbre de 
Cartan de g, contenue dans b. En effet, d'après [Bor], Proposition 11.15, la 
sous-algèbre de Borel b contenant i , elle contient une sous-algèbre de Borel 
du centralisateur [ de i fl dans g. Celle-ci contient une sous-algèbre de Cartan 
) de [. Celle-ci est aussi une sous-algèbre de Cartan de g contenant i a (cf. 
[Bou], Ch. VII, Paragraphe 2.3, Proposition 10). 

Soit u la somme des sous espaces poids de i , dans t>, , pour des poids non 
nuls. Alors p := 1 © u est une sous algèbre parabolique de 0, contenant b. 
Comme l est réductive, m := l der est semi-simple et le radical de p est égal à 
la somme du centre a de ( avec u. La définition de u montre que [p, p] = m©u, 
donc le radical nilpotent de p est égal à u (cf. [Bou], Ch. I, Paragraphe 5.3, 
Théorème 1). Comme i = h © i a © n, que i a © n est contenu dans b et que f) 
est contenu dans [, on a : 

iC p 

Or p (resp. u) est la somme de ses intersections pi (resp. Uj) avec les idéaux 
simples Qi de g. Comme pi est orthogonal à Uj pour la forme de Killing de jjj, 
on en déduit que u est orthogonal à p pour B (cf. Lemme 1 (i)). Comme i 
est un sous-espace isotrope pour B, de dimension maximale et contenu dans 
p, u est inclus dans i. Il résulte alors de la définition de n, que u est contenu 
dans n. Par suite, on a : 

i = u©(inQ, n = u©(nnl) (1.6) 
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Remarquons que a contient i a . On a o = u© (t> Dm). Comme n C t> et u C n, 
on en déduit que n = u©(nflm). On déduit alors de (1.6) que : nPl [ = nfim. 
Finalement, on a : 

i=f)©i ©(nnra)©u 

Alors i' := i fl m est égal à f) © (n fl m). C est une sous-algèbre isotrope de 
m pour la restriction de B à m, donc, d'après le Corollaire du Lemme 2 (ii), 
de dimension réelle inférieure ou égale à la dimension complexe de m. 
De même, x a est un sous espace isotrope de a pour la restriction de -B à a. 
D'après le Corollaire du Lemme 2, la restriction de -B à a est de signature 
(dimca, dimca) ■ H en résulte que la dimension de i est inférieure ou égale 
à dimca. Mais dim C Q = dim c m + dim c a + dim R u. Comme dim^x = dim c g, 
on déduit de ce qui précède que l'on a : 

dim^x' = dim c m, dim^x a = dimca (1.7) 



Lemme 9 L'algèbre de Lie n' := n fl m est réduite à zéro et t) à la forme 
indiquée dans le Théorème. 

Démonstration : Si f est une sous- algèbre de Cartan de f), f + n' + in' est 
une sous-algèbre de Lie réelle et résoluble de m. On peut donc choisir une 
base de m, réunion de bases des idéaux simples de m , telle que, pour tout 
X G f + n' + in', ad m X soit représenté, dans cette base, par une matrice 
triangulaire supérieure. De plus, si X est élément de n' + in', les éléments 
diagonaux de cette matrice sont nulles. On voit, grâce au Lemme 1 (i), que 
n' + in' est orthogonal à f + n', pour la restriction, B', de B à m. Ceci étant 
vrai pour tout f, n' + in' est orthogonal à i' (= f) + n'), pour B'. Mais B' est 
non dégénérée, d'après le Corollaire du Lemme 2, donc, d'après le Lemme 1 
(ii) et (1.7), i' est un sous-espace isotrope, pour B', de dimension maximale 
de m. Il en résulte que n' + in' est contenu dans i'. Mais n' + in' est aussi 
contenu dans t> C Q der . Finalement n' + m' est contenu dans l'intersection de 
i' avec n, d'après la définition de celui-ci. Mais, comme i' est contenu dans 
m, i' fl n = n'. Alors on a : n' + in' C n', c'est à dire que n' est un sous-espace 
vectoriel complexe de g. 

Soit f)-,-, j = 1, . . . ,r, les idéaux simples de h. Comme h., fl ii)j est un idéal 
de l'algèbre de Lie simple réelle f)j, il y a deux possiblités pour t)j. Ou bien 
t)j fl = {0}, et alors t)j + it)j est une algèbre de Lie semi-simple complexe 
dont hj est une forme réelle. Ou bien fl iï)j = t)j et f)j est une sous- 
algèbre simple complexe de q. On remarquera que cette deuxième possibilité 
est exclue, si B est spéciale, puique hj serait alors semi-simple complexe et 
isotrope pour B. 

On suppose que, pour j = 1, . . . ,p, hjflihj = {0}, et que pour j = p+l, . . . , r, 
hj fl it)j = Si j = 1, . . . ,p, on note tj = hj © i\)j. Si j = p + 1, . . . , r, 
on note tj la somme des projections de f)j dans les idéaux simples de m. 
On note aussi t'j = \}j + ifyj, pour j = 1, . . . ,r. On note ï = J2j=i,..., r ^j e t 
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t' = J2j=i,..., r ^'j = fj — I— ifj , qui est contenu dans t. Par ailleurs, deux éléments, 
X et F, de m commutent si et seulement X et ÏY commutent (resp. X 
commute à chacune des projections de Y dans les idéaux simples de m). Il 
en résulte que, pour j ^ l, tj commute à f)/, donc tj H (J2i^j fy) es t contenu 
dans le centre de tj , qui est semi-simple complexe. Il en résulte que : 

t = ® j=1 ^ r tj, f = © j=lj ... >r t; (1.8) 

Alors t, t' sont des sous-algèbres de Lie semi-simples complexes de m. 
Montronsque : 

tnn' = {0} (1.9) 

En effet n' est un idéal dans f) + n', puisque i' = in m et n' est l'intersection de 
l'idéal n de i avec m. C'est donc un f)-module, et aussi un ^'-module puisque 
n' est un espace vectoriel complexe. Donc Ifln' est un sous-Ê'-module, et aussi 
une sous-algèbre résoluble de t. Il est clair que les tj sont des sous-£'-modules 
de t, qui n'ont aucun sous-quotient simple en commun. En effet, d'une part 
t[ agit trivialement sur tj, si j ^ l. D'autre part, d'après les définitions, on 
voit que les sous-quotients simples du ^-module tj sont sous-quotients de t'j, 
dont aucun n'est trivial, puique t'j est une algèbre de Lie semi-simple. Donc, 
si t fi n' est non nul, il a une intersection non nulle, t", avec l'un des tj, qui 
est un ^-sous-module. Comme tj est une sous-algèbre de Lie de m, il en va 
de même de t" ', qui est de plus résoluble, puisque c'est le cas de n'. 
Si j = 1, . . . ,p, tj = t'j et un {^-sous-module de tj est un idéal de tj. Alors 
f fin' est à la fois semi-simple et résoluble. Une contradiction qui montre 
(1.9) dans ce cas. 

Si j — p + 1, . . . , r, t'j — f)j est simple, donc l'une des projections de t" sur 
un idéal simple de m est égale à \)j. Cette projection étant un morphisme 
d'algèbres de Lie, il en résulte que l'algèbre de Lie résoluble t", admet un 
quotient semi-simple. Une contradiction qui achève de prouver (1.9). 
Pour j = p + l,...,r, \)j ne peut être contenu dans un idéal simple de 
m. En effet, d'après le Corollaire du Lemme 2, la restriction de B à m 
est une forme de Manin. D'après le Lemme 1 (ii) et le Lemme 2 (v), la 
restriction de à un idéal simple de m est spéciale, et notre assertion en 
résulte, car pour j = p + 1, . . . , r, \)j est isotrope et semi-simple complexe . 
Pour j = p + 1, . . . , r, on notera rij, le nombre d'idéaux simples de m dans 
lesquels \)j a une projection non nulle. On vient de voir que : 

rij>2, j=p + l,...,r (1.10) 

Montrons que n' = {0}. 
On a évidemment : 

dim^i' = ( ^2 dim R t)j) + dim R n' 

j=l,-,r 

Alors, en posant p 3 -, — 1, pour j — 1, . . . ,p et pj — 2, pour j 
on a : 

dim^\! = ( pjdimct'j) + dim^n! 

j=l,-,r 



p + l,...,r, 



(1.11) 



16 



Par ailleurs on a, grâce à (1.7) et (1.9) : 

dim^j! = dimcxa > dimcï + dimc(x\!) (1-12) 
En posant rij = 1 pour j — 1, . . . ,p, on a immédiatement : 

dimciî) = ^2 njdimct'j (1-13) 

J=l,-,r 

Comme rij est supérieur où égal à pj, pour tout j, d'après (1.10), on déduit 
que l'inégalité dans (1.12) est une égalité et que : 

m = ï © n' et pj = qj, j — 1, . . . , r 

La projection de t sur un idéal simple de m est égal à celle de t', d'après la 
définition de ï. La projection de l'égalité ci-dessus montre que chaque idéal 
simple de m, est la somme (pas nécessairement directe) de la projection de 
t' et de celle de n'. Comme on voit facilement que n' est un idéal de t' + n', 
la projection de n' apparait comme un idéal résoluble de cette algèbre de Lie 
semi-simple, donc elle est nulle. Il en résulte que : 

n' = {0} 

comme désiré. En outre m = t, donc les tj sont des idéaux de m. On pose 
m = ®j=i,..., P tj, f) = ®j=i,...J)j ■ 0n P° se q = r-p. Pour l = 1, . . . , q, t t est 
somme de deux idéaux simples, mj, mj', car n p+ i = 2. La projection de i)i +p 
sur chacun de ces idéaux est bijective, sa surjectivité résultant de la définition 
de îi, son injectivité résultant de la simplicité de f);+ p et de la non nullité de 
ce morphisme d'algèbres de Lie. Donc f) p+ ; := {(X, ti(X))\X G m,}, où r/ est 
un isomorphisme C-linéaire de l'algèbre de Lie m.; sur m". Donc f) a la forme 
voulue □ 

Lemme 10 Aucun poids non nul de a dans q n'est nul sur i . 

Démonstration : Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un poids 
non nul « de o dans g, nul sur i a . Soit H a G a tel que : 

K & (H a ,X) = a(X), Xea (1.14) 

Alors H a appartient à l'un des idéaux simples de g. En effet, soit j une 
sous-algèbre de Cartan de g, contenant o. Alors a est la restriction à a d'une 
racine (5 de j dans g et l'on a : 

K 3 (H a ,H a )>0 (1.15) 

Soit Hp G j tel que : 

K s (H p ,X)=P(X), XGj 



17 



Alors j (resp. a) est la somme directe de ses intersections avec les idéaux 
simples de g, et Hp (resp. H a ) appartient à l'une de celles-ci. On déduit 
alors du Lemme 1 (i), qu' il existe /i G C , non nul car B est non dégénérée, 
tel que : 

B(XH a ,X) = Im(K 3 (XfxH a ,X)), XeCXeg (1.16) 

Comme a est nulle sur i a , il résulte de (1.14) et (1.16) que CH a est orthog- 
onale à i a , pour B. Comme B est une forme de Manin, la restriction de B 
à a est de signature (dimc<x, dimc<x). Tenant compte de (1.7), on voit que i a 
est un sous-espace de a, isotrope pour B, de dimension maximale. Alors, ce 
qui précède montre que CH a est contenu dans i a . Par ailleurs, si À est une 
racine carrée de i/i -1 , B(/j,H a , /j,H a ) est non nul d'après (1.15) et (1.16). Une 
contradiction avec le fait que i a est isotrope qui achève de prouver le Lemme. 

□ 

Fin de la démonstration du Théorème 1: 
Montrons la propriété suivante : 

Toute sous — algèbre parabolique q de g est égale au normalisateur 
dans g de son radical nilpotent ro (1-17) 

D'abord q normalise ro. Donc, le normalisateur r de tt> dans g contient q. 
C'est donc une sous-algèbre parabolique de g, qui contient ro comme idéal. 
Compte tenu de [Bou], Ch. I, Paragraphe 5.3, Remarque 2, ro est contenu 
dans le radical nilpotent, y, de t. On a alors : p C t, in C p, d'où l'on 
déduit facilement que y = ro et r = q, comme désiré. Donc q est bien le 
normalisateur de n. Ceci achève de prouver (1.17). 

Montrons que n est le radical nilpotent de i. En effet, comme n est somme 
de sous-espaces poids sous a et qu'aucun de ces poids n'est nul sur i„, d'après 
le Lemme précédent, on a : 

[ia, »l] = tl 

Donc [i, i] = h © n et l'intersection de [i, i] avec le radical r = i + n de i 
est égal à n. Donc, d'après [Bou] Ch. I, Paragraphe 5.3, Théorème 1, n est 
bien le radical nilpotent de i. On a donc montré que i s'écrit de la manière 
voulue, pour une décomposition de Langlands particulière du normalisateur, 
p, de n . Si p = [' © n est une autre décomposition de Langlands de p, [ 
et [' sont isomorphes, puisqu'elles sont toutes les deux isomorphes à g/n. 
Comme i contient n, les intersections de i avec l et [' se correspondent dans 
cet isomorphisme, et la décomposition de i qu'on en déduit, relativement à 
cette nouvelle décomposition de Langlands de p, a les propriétés voulues. 
Etudions la partie réciproque du Théorème. Une sous-algèbre parabolique 
de g est la somme de ses intersections avec les idéaux simples de g. En outre, 
elle est orthogonale à son radical nilpotent, pour la forme de Killing de g. On 
conclut que si i a une décomposition comme dans l'énoncé, elle est isotrope 
pour B, et de dimension réelle égale à la dimension complexe de g. □ 
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Définition 3 On rappelle qu'une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de 
Lie semi-simple réelle est une sous-algèbre de Cartan fondamentale si et 
seulement si elle contient des éléments réguliers dont l'image par la représentation 
adjointe n'a que des valeurs propres imaginaires pures. Cela équivaut au fait 
qu'aucune racine de cette sous-algèbre de Cartan n'est réelle. 
Une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie réelle est dite fondamentale 
si sa projection dans une sous-algèbre de Levi, parallèlement au radical, est 
une sous-algèbre de Cartan fondamentale de cette algèbre de Lie semi-simple 
réelle. 

Comme toutes les sous-algèbres de Cartan fondamentales d'une algèbre de 
Lie réelle semi-simple sont conjuguées entre elles par des automorphismes 
intérieurs, il en va de même pour les sous-algèbres de Cartan fondamentales 
d'une algèbre de Lie réelle. En effet il suffit d'adapter la preuve du fait 
que (ii) implique (i), dans [Bou], Ch. VII, Paragraphe 3.5, Proposition 5, 
en remarquant pour cela que tout automorphisme intérieur d'une algèbre de 
Levi d'une algèbre de Lie réelle, s'étend en un automorphisme intérieur de 
l'algèbre de Lie. 

Lemme 11 On conserve les hypothèses et notations du Théorème 1. 

(i) Si f est une sous-algèbre de Cartan de\), il existe des éléments réguliers 
de g contenus dans f © i a . Le centralisateur dans q, ), de f := f © i a est une 
sous-algèbre de Cartan de q, contenue dans [, vérifiant j — (j D m) © a. 

(ii) Si f est une sous-algèbre de Cartan de f), f © i„ est une sous-algèbre de 
Cartan de i. 

(iii) Toute sous-algèbre de Cartan de i (resp. sous-algèbre de Cartan de i 
contenue dans f) + \ a ) est conjuguée, par un automorphisme intérieur de \, 
(resp. égale) à une algèbre de ce type. 

(iv) Soit f une sous-algèbre de Cartan de i. Il existe une unique décomposi- 
tion de Langlands {' + n de p ; telle que l' contienne f . Alors, notant f : = 
f fl l' der , on a f = f + (i fl a'), où a' est le centre de [' . De plus f est 
une sous-algèbre de Cartan fondamentale de \, si et seulement si f est une 
sous-algèbre de Cartan fondamentale de h' := i fl l' der 

Démonstration : 

Montrons (i). On raisonne par l'absurde. On note )' une sous-algèbre de 
Cartan de g, qui contient f © a. Celle-ci existe puisque les éléments de f © a 
sont semi-simples. Supposons qu'aucun élément de f := f ©i ne soit régulier 
dans g. Alors, pour tout X G f, il existe une racine «i de )' dans g, nulle sur 
X. Pour une racine donnée, l'intersection de son noyau avec f est un fermé de 
f. Notre hypothèse montre que f est la réunion de ces fermés. Il en résulte que 
l'un de ces sous-espaces vectoriels est d'intérieur non vide, donc égal à f. Cela 
signifie qu'une racine de )' s'annule sur f. Alors, d'après le Lemme 7, dont 
on vérifie aisément qu'il est valable pour toute décomposition de Langlands 
de p , celle-ci doit être nulle sur a. C'est donc une racine de )' dans m, qui 
ne peut être nulle sur f. Une contradiction qui prouve la première partie de 
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(i). Le centralisateur j de f est donc une sous-algèbre de Cartan. Par ailleurs 
j contient a. On en déduit la deuxième partie de (i). 

D'après le Lemme 7, le nilespace de f dans n est réduit à zéro. Comme f 
est une sous- algèbre de Cartan de f), le nilespace de f dans f) est égal à f. 
Finalement le nilespace de f dans i est égal à f. Alors (ii) résulte de [Bou], 
Ch. VII, Paragraphe 2.1, Proposition 3. 

Montrons (iii). Soit f une autre sous-algèbre de Cartan de i. La projection, 
f", de f sur f) : = f) + i a , parallèlement à n, est une sous-algèbre de Cartan 
de [) (cf. [Bou], Ch. VII, Paragraphe 2.1, Corollaire 2 de la Proposition 4), 
donc de la forme f + i„, où f est une sous- algèbre de Cartan de f). Alors f 
et f" sont deux sous algèbres de Cartan de i, ayant la même projection sur 
h,, parallèlement à n, donc conjuguées par un automorphisme intérieur de i, 
d'après [Bou], Ch. VII, Paragraphe 3.5, Proposition 5 (voir aussi après la 
Définition 3). Si de plus f est contenue dans f), le raisonnement ci-dessus 
montre qu'elle a la forme indiquée. Ce qui prouve (iii). 
Prouvons (iv). Grâce à (iii), on se ramène, par conjugaison, au cas où f 
est contenue dans 1 et comme dans (i). Si [' + n est une décomposition de 
Langlands de p, où [' contient f , [' contient un élément régulier de g, contenu 
dans f, dont le centralisateur dans g est une sous-algèbre de Cartan de 
g, contenue dans ['. Celle-ci est égale au centralisateur dans g de f . D'où 
l'unicité de [', grâce aux propriétés des décompositions de Langlands (cf. 
Lemme 3 (i)). L'assertion sur les sous-algèbre de Cartan fondamentales est 
claire car h/ est une sous-algèbre de Levi de i, d'après le Théorème 1. □ 



2 Triples de Manin pour une algèbre de Lie 
réductive complexe : Descente 

Dans toute la suite g désignera une algèbre de Lie réductive complexe. On 
fixe, j , une sous algèbre de Cartan de g, b une sous-algèbre de Borel de g, 
contenant j . On note b' la sous-algèbre de Borel opposée à b , relativement 
à j . 

Définition 4 Un triple de Manin pour g est un triplet (B,i, i'), où B est 
une forme de Manin sur g, i et i' sont des sous-algèbres de Lie réelles de 
g, isotropes pour B, telles que g =: i © i'. La signature de B étant égale 
à (dimcg, dimcg) , i et i' sont Lagrangiennes. Un s-triple est un triple de 
Manin pour lequel la forme est spéciale. 

Si i est sous p et i' est sous p' , on dit que le triple de Manin est sous (p,p') 

Remarque 1 D'après le Lemme 2 (v), si g est simple, la notion de s-triple 
et de triple de Manin coincident. 

On note G le groupe connexe , simplement connexe, d'algèbre de Lie g. 
Si 5 est une sous-algèbre de g, on note S le sous-groupe analytique de G, 
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d'algèbre de Lie s. Comme g est complexe, les sous-groupes paraboliques de 
g sont connexes (cf. [Bor], Théorème 11.16). Donc, si p est une sous-algèbre 
parabolique de g, P est le sous-groupe parabolique de G, d'algèbre de Lie p. 
On remarque que G agit sur l'ensemble des triples de Manin , en posant, 
pour tout triple de Manin (B,i,i') et tout g G G : 

g(B,i,ï) :=(B,Ad g(ï),Ad g(ï)) 

Notre but est construire, par récurrence sur la dimension de Q der , tous les 
triples de Manin modulo cette action de g. 

Proposition 1 Tout triple de Manin est conjugué, sous l'action de G, à un 
triple de Manin (B,i,i') sous (p,p f ) , avec bo C p et b' C p' (un tel triple de 
Manin sera dit standard ). 
De plus p et p' sont uniques. 

Démonstration : 
Montrons d'abord que : 

L ' intersection de deux sous — algèbres de Borel de g , b, b', 

contient une sous — algèbre de Cartan de g (2.1) 

On a d'abord b' = Adg(b), pour un élément g de G. Soit y une sous-algèbre 
de Cartan de g, contenue dans b et W un ensemble de représentants dans g 
du groupe de Weyl de la paire (g, i). La décomposition de Bruhat implique 
qu'il existe b, b\ G B et w G W tels que : g = bwb\. Alors ) := Ad 6Q) 
est contenue dans b, puisque B_ normalise b. Comme W normalise j, on a 
aussi ) = Ad b (w(x)). Mais b' = Ad bw (b), puisque b\ G B_, normalise b. 
Finalement j est contenue dans b D Jb', comme désiré. 

Soit (B, i, i') un triple de Manin sous (p, p'). Soit b (resp. b') une sous-algèbre 
de Borel de g, contenue dans p (resp. p'). 

On a g = i + i' C p + p'. Donc p + p' est égal à g et PP' est ouvert dans 
G. Mais ££' est réunion de (B_, 5')-doubles classes, qui sont en nombre fini 
(Bruhat). L'une de ces doubles classes contenues dans PP' doit donc être 
ouverte. Soit p G P_ et p 1 G P', tels que Bpp'B' soit un ouvert de G. On pose 
B\ = p^Bj), B[ = p ' l£p'~ x . Alors le sous-groupe de Borel de G, B\ (resp. 
B[), est contenu dans P (resp. P') et B 1 B[ est ouvert dans G. Donc, on a 
bi + b^ = g et l'intersection de bi et b[ contient une sous-algèbre de Cartan 
de g, ji (voir ci-dessus). Pour des raisons de dimension, cette intersection est 
réduite à )\. Alors b± et b[ sont opposées relativement à ji . D'après [Bor], 
Proposition 11.19, il existe g' E G tel que Ad g'(bi) = bo, Ad g'(ji) = jo- 
Alors Adg'ibi) est égal à b' Q . Alors, notant i = Adg'(i), i' = Adg'(i), on voit 
que (B,i, i') vérifie les propriétés voulues. 

L'unicité de p résulte du fait que deux sous-algèbres paraboliques de g, con- 
juguées par un élément de G et contenant une même sous-algèbre de Borel, 
sont égales (cf. [Bor], Corollaire 11.17). □ 



21 



On fixe désormais p (resp. p') une sous-algèbre parabolique de g, contenant 
bo (resp. b' ). On note p = l © n (resp. p' — [' © n') la décomposition de 
Langlands de p (resp. p') telle que l (resp. [' ) contienne jo (cf. Lemme 3). 
On note m = l der , a le centre de l. Si i est une sous-algèbre de Lie réelle de 
q, Lagrangienne pour une forme de Manin, on notera t) — x n m, i = i n a, 
f) — i) © i a - On introduit des notations similaires pour p' . 
Comme bo C p (resp. b' C p'), n (resp. n') est contenu dans le radical 
nilpotent de b (resp. b ). Ces derniers sont d'intersection réduite à zéro, 
donc : 

n nn' = {0} (2.2) 
Décomposant p n p' en sous-espaces poids sous j , on voit que : 

pnp' = ([n © (un © (n'n r). (2.3) 

Proposition 2 (i) Si un élément de G conjugue deux triples de Manin sous 
(p,p') 7 c'est un élément de PHP'. 

(ii) Le groupe L H L' est égal au sous-groupe analytique de G, d'algèbre de 
Lie [fl ['. Notons Ny (resp. N' L ) , le sous-groupe analytique de G, d'algèbre 
de Lie n fl [' (resp. n' fl l). Alors on a : 

p n P' = (L n l')n l ,n' l 

De plus Ny et N' L commutent entre eux. 
Démonstration : 

Si (B,i, i') et (-B,i, i') sont deux triples de Manin sous (p,p'), conjugués par 
un élément, g, de G, celui-ci conjugue le radical nilpotent de i avec celui de 
i, donc normalise n, puisque les deux triples de Manin sont sous (p,p')- Mais 
un élément du normalisateur, Q, dans G de n, normalise le normalisateur 
dans g de n, c'est à dire p, comme on l'a vu plus haut ( cf. (1. 17)). Comme 
P est connexe, les éléments de Q normalisent P. Donc Q est inclus dans P 
et g & P. De même, on a g G P'. D'où (i) 

Montrons (ii). Il est clair que PHP' est un sous-groupe de Lie de G, d'algèbre 
de Lie pnp'. On a : 

[n n [', n' n [] C [n, 1] n [n', ['] c n D n' 

Donc Ny et N' L commutent entre eux, d'après (2.1). Alors (L f] L')°N L >N' L 
est un sous-goupe ouvert et connexe de P fl P', donc on a : 

(P n P')° = (Lf] L')°N L ,N' L (2.4) 

Soit g G PDP'. Alors Adg(j ) est une sous-algèbre de Cartan de g, contenue 
dans pflp', c'est donc une sous-algèbre de Cartan de pnp' (cf [Bou], Ch. VIII, 
Paragraphe 2.1, Exemple 3), donc conjugué, par un élément g' de (Pfl P')°, 
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à jo, puisqu'il s'agit d'algèbres de Lie complexes. Donc Adg'g(jo) = jo et g' g 
est un élément de PC\P'. En utilisant la décomposition de Bruhat de G et P, 
pour Bq, on voit que g' g centralise le centre a de l. De même on voit que g' g 
centralise le centre a' de Donc g' g est un élément du centralisateur, L", de 
a+ a' dans G. Mais P" := L"(N' L N L >), est une décomposition de Langlands 
du sous-groupe parabolique de G, d'algèbre de Lie : 

p" = (p' n e n = (i n [') © (i n n') © n 

Or P" est connexe, puisque G est complexe. Donc L" est connexe. Par 
ailleurs, il contient L n L' et a même algèbre de Lie que L n L'. Donc on a : 

L" = LHL' = (LH L') Q (2.5) 

On conclut alors que g'g G (L H L')°. Donc g est un élément de (P H P')°. 
Ce qui précède montre que : 

p n p' = (p n P')° 

On achève de prouver (ii), grâce à (2.4) et (2.5). □ 
Le Lemme suivant est une conséquence facile de résultats de Gantmacher (cf. 
[G]). 

Lemme 12 Si a et a' sont deux automorphismes involutifs et antilinéaires 
d'une algèbre de Lie semi-simple complexe, va, celle-ci contient au moins un 
élément non nul et invariant par ces deux involutions 

Démonstration : 

Avec nos hypothèses aa' est un automorphisme C-linéaire de m, dont l'espace 
des points fixes, va acr , est un espace vectoriel complexe, non réduit à zéro 
d'après [G], Théorème 28. Mais m™' , est égal à {X G m\a(X) = a'(X)} 
donc aussi égal à m a ' a . Si X G m aa ' , on a donc a'(a(X)) = X, soit encore 
<j'(cr(X)) = a(a(X)). Donc <r(X) est élément de m CTO " . Par suite a, restreint 
à vcf a est une involution antilinéaire de m crcr . L'ensemble de ses points fixes 
est une forme réelle de m aa , donc il est non réduit à zéro. Mais cet ensemble 
est égal à m CT fl m CT ' . □ 



Proposition 3 Si a et o' sont deux af -involutions d'une algèbre de Lie semi- 
simple complexe, m, elle contient au moins un élément non nul et invariant 
par ces deux involutions. 

Démonstration : 

On note xtij, j — 1, . . . , r, les idéaux simples de m. On définit une involution 
9 de {1, . . . , r} caractérisée par : cr(ttij) = W-e(j), j = 1, . . . ,r. Nous allons 
d'abord étudier le cas suivant : 

P existe j tel que 9(j) = 0'(j) = j (2.6) 
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Dans ce cas, la restriction de a et a' à xtij, sont deux automorphismes involu- 
tifs et antilinéaires de m, d'après le Corollaire du Lemme 6, qui ont des points 
fixes non nuls en commun, d'après le Lemme précédent. La Proposition en 
résulte, dans ce cas. 
Supposons maintenant : 

Il existe j tel que 9(j) = 9'(j) ^ j (2.7) 

On note j' := 9(j). Il est clair que : (m, x m ? /)' T = {(X,a(X))\X G m,} 
et de même pour (nv,- x m.j/) u . Il existe un élément non nul, X de rrij tel 
que (a'~ l a)(X) = X, car a'" 1 a est un automorphisme IR-linéaire de rrij (cf. 
[G], Théorème 28). Alors (X, a(X)) est un élément non nul de (t% x m,/) CT fl 
(m.j x mji) a ' , ce qui prouve la Proposition dans ce cas. Il nous reste à étudier 
le cas suivant : 

Pour tout j, 9(j) yé 9'(j) (2.8) 

On construit, pour tout j, par récurrence sur n, une suite j\ = j, j 2 , • • • , 
j n ,... , telle que : 

pour tout n, j n+1 ^ j n (2.9) 
pour tout n, j n+1 = 9(j n ) ou 9'(j n ) (2.10) 
Plus précisément, on pose 

j 2 = 9(1) si 9(1) yé 1, j 2 = ^(l) sinon (2.11) 

et, pour n > 2, on pose : 

jn+1 = 9(j n ) Si j n = 0'0'n-l) et 0(jn) ^ 3n 
j n+1 = 9'(j n ) Si j n = 0'0'n-l) ^ 9(j n ) = j n 
Jn+1 = 9'(j n ) si 3n = 9(] n -i)et 9'(j n ) ± j n (2.12) 

jn+1 = 9(j n ) Si j n = 9(j n - 1 ) et 9'(j n ) = j n 

Ces relations définissent la suite (j„), Cctr. cl CctllSG de (2.8), on a nécessaire- 
ment 9(j n ) 7^ 9'(j n ) et 9(j n -i) ^ 9'(j n -\). Par ailleurs les relations (2.9) et 
(2.10) sont vérifiées, la première résultant d'une récurrence immédiate. On 
obtient également les relations suivantes : 

Pour n>2,si 9(j n ) ^ j n et si 9'(j n ) ^ j„ on a : 

(jn-i, jn, jn+i) est égal a (9(j n ),jn,9'(j n )) ou à (9'(j n ),jn,9(j n )) (2.13) 

Pour n>2 et si 9(j n ) = j n ou si 9'(j n ) = j„ on a : j n -\ = j n +i (2.14) 

Après renumérotation des Qj, on peut supposer que le début de la suite (j n ), 
s'écrit ji = 1, j 2 = 2, . . . , j p = p,j p+1 = k <p 
On fait d'abord la convention suivante : 

S' il existe j tel que 9(j) = j ou 9'(j) = j, on suppose qu' on 
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/ ' a choisi comme premier élément, et, quitte à échanger le rôle 

de 9 et 9', qu'il est fixé par 9. On a alors 9(1) = 1, 9'(1) = 2 (2.15) 

Traitons le cas où p = 2. Alors j\ = j 3 , et (2.8), (2.13) montrent que 9(2) ou 
9'(2) est égal à 2. Alors on doit avoir 0(1) = 1, d'après (2.15), puis 9'(1) = 2 
d'après (2.11). Comme 9'(1) = 2, on a nécessairement 9(2) = 2. Dans ce 
cas, un élément (X\, X 2 ) G mi © m.2 est invariant par a et a 1 si et seulement 
si on a : 

X 1 = a(X 1 ), X 2 = a(X 2 ), X 2 = a'(X t ) 
ce qui équivaut au système : 

X l = a(X 1 ), X 1 = (a'- 1 aa')(X 1 ), X 2 = a'(X 1 ) 

Mais la restriction de a à mi (resp. m 2 ) est un automorphisme involutif 
antilinéaire, puisque 9(1) = 1 et 9(2) = 2 (cf. le Corollaire du Lemme 6). 
De plus, la restriction de a' à mi est soit C-linéaire, soit antilinéaire, d'après 
le Lemme 6. Alors, la restriction de a'~ l aa' à mi est un automorphisme 
involutif antilinéaire. Alors, dans le cas p = 2, la Proposition résulte du 
Lemme 12. 

On suppose maintenant : 

p>2 (2.16) 

On remarque d'abord que : 

Si j = 2, . . . ,p - 1, on a 9(j) ± j et 9'(j) ^ j (2.17) 



En effet, si on avait par exemple 9(j) 
une contradiction qui prouve (2.17). 
Montrons maintenant que : 



= j, (2.14) conduirait à j — 1 = j + 1 



k = 1 ou p- 1 (2.18) 

Supposons k 7^ 1. Alors, onal<fc<p - 1. Alors d'après (2.13) et (2.14), 
on a l'égalité d'ensembles : 

{9(k),9'(k)} = {k-l,k + l}, (2.19) 

ce qui implique : 

9(k) yé k, 9'(k) yé k (2.20) 

Comme j p+ i = k, on déduit de (2.20) et (2.13) que la séquence (j P , j P +i, jp+2) 
est égale soit à (9(k), k,9'(k)), soit à (9'(k), k,9(k)), c'est à dire , grâce à 
(2.19)), soit à (k — 1, k, k + 1), soit à (k + l,k, k — 1). Mais j p = p, est 
différent de k — 1. Donc p — k + 1, i.e. k — p — 1. Ceci achève de prouver 
(2.18). 

Traitons d'abord le cas : 

k = l (2.21) 
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Comme p > 2, on a 1 ^ p — 1. Donc j p _i = p — 1, est différent de j p+ \ = 1. 
(2.14), (2.13) impliquent l'égalité d'ensembles : 

{6(p),6'(p)} = {p- 1,1} (2.22) 

Supposons, d'abord que #'(1) = 2, ce qui implique, d'après (2.11), que #(1) = 
1. Comme p > 2, ni 9(p), ni 6'{p) ne peut être égal à 1. Une contradiction 
avec l'équation précédente qui montre que l'on doit avoir, d'après (2.11) : 

0(1) = 2 (2.23) 

Comme p > 2, la seule possibité laissée par (2.22) est : 

0(p - 1) = p et 0\p) = 1 (2.24) 

On déduit de (2.23) et (2.17), joints à (2.13), que, pour j — 1, . . . ,p — 1, on 
a : 

= J + 1) s i 3 es t impair (resp. 6'{j) = j + 1 si j est pair) (2.25) 

ce qui, joint à (2.24), implique que p est pair. Notons p = 2q. 

On déduit de (2.25) et (2.23) qu'un élément (X 1 , . . . , X p ) de mi © . . . © m p , 

est invariant à la fois par a et a' si et seulement si le système suivant est 

vérifié: 

a(X ± ) = X 2 , a'(X 2 ) = X 3 
cr(X 2j - 1 ) = X 2j , cr'(X 2j ) = X 2j+1 

c(^2 9 -i) = X 2q , cr'(X 2q ) = X 1 

Notons r la restriction de (<j'cr) q à ttii, qui est un automorphisme R-linéaire 
de mi. Ce système possède une solution non nulle si et seulement si l'équa- 
tion : 

X 1 =r(X 1 ), X 1 em 1 

possède une solution non nulle. C'est le cas, d'après [G], Théorème 28. Ceci 
achève de prouver la Proposition dans le cas k = 1. 
On suppose maintenant : 

k = p-l>l (2.26) 

Comme (j p -i,jp,j p+ i) = (p-l,p,p-l), on déduit de (2.13), (2.14) et (2.8), 
que l'on a soit : 

0(p) =p, e'{p) =p-l (2.27) 

soit : 

0(p) = p-l, e'{p) =p (2.28) 
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Alors, d'après notre convention (2.15), on a 9(1) = 1. Supposons (2.27) 
vérifié. Comme ci-dessus, ceci joint à (2.23) et (2.13), montre que p est pair 
et que , pour j — 1, . . . ,p — 1, on a : 

9'U) = J + 1) s "i j es t impair (resp. 6(j) = j + 1 si j est pair) (2.29) 

On note p = 2q. On déduit de (2.28) et (2.29) qu'un élément (X 1 , ...,X p )de 
mi © . . . © rtip, est invariant à la fois par a et a' si et seulement si le système 
suivant est vérifié : 

a(X ± ) = X u a'(X 1 ) = X 2 
&(X 2 j) = X 2j+ i, a'(X 2 j+i) = X 2j+2 

c(X 2q - 2 ) = X 2q ^\, a'(X 2q ^i) = X 2q 
o-(X 2q ) = X 2q 

Notant r la restriction de (<j'<j) q à mi, qui est un automorphisme M-linéai- 
re de rtii, ce système possède une solution non nulle si et seulement si le sys- 
tème : 

X 1 = a(X 1 ), X 1 = (r- 1 ar)(X 1 ), X 1 G mi (2.30) 

possède une solution non nulle. La restriction de a à mi et m p est antilinéaire. 
Par ailleurs r est soit C-linéaire, soit antilinéaire, d'après le Lemme 6. Donc 
la restriction à mi de r^Vr est antilinéaire. Il résulte alors du Lemme 12, 
que (2.30) à une solution non nulle. Ce qui achève la preuve de la Proposition 
dans le cas étudié. Le cas où (2.28) est satisfait se traite de manière similaire, 
mais alors p est impair. 

Ceci achève notre discussion et la preuve de la Proposition. □ 



Théorème 2 Si g n'est pas commutative et si (B, i, i') est un triple de Manin 
de g, sous (p,p') ; ÏH [' est différent de g. 

Démonstration : 

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un triple de Manin , 
(B,i,i'), sous (0,0), et que g ne soit pas commutative. Alors f) := i fl g der 
(resp. ()' := i' C\g der ) est l'espace des points fixes d'une af-involutions a (resp. 
a') de g der , d'après le Théorème 1. En appliquant la Proposition précédente, 
on aboutit à une contradiction avec l'hypothèse ini' = {0}, ce qui achève de 
prouver le Théorème . □ 

Soit V un sous-espace jo invariant de g. On suppose qu'il est la somme de 
sous espaces poids de g pour j , ce qui s'écrit aussi : 

v= E s A 

{AejSivVfo}} 
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Alors V admet un unique supplémentaire jo-invariant, V , qui est égal à la 
somme des sous-espaces poids de q qui ont une intersection nulle avec V, soit 
encore : 

{Aej ( *,| W={o}} 

On note py (resp. p v , la projection de q sur V (resp. V^) parallèlement à 
V 1 - (resp. V). Tout sous-espace )Q-imraxia,nt est stable sous p v et py. 
Si de plus V est [-invariant, V 1 - est aussi [-invariant. En effet, comme l est 
réductive dans g, V admet un supplémentaire [-invariant qui n'est autre que 
V- 1 -. On voit aussi que dans ce cas, V 1 - ne dépend pas du choix de la sous- 
algèbre de Cartan j de g, contenue dans [. On a le même fait pour [' et 
[ n ['. 

Théorème 3 Soit B une forme de Manin sur g et i, i' des sous-algèbres de 
Lie Lagrangiennes de q, avec i sous p et Y sous p' . On a, grâce au Théorème 
1, i = f) © i a © n ; où f) = in m, i„ = in a. On note î) = in [. On fait de même 
pour i'. 

Les conditions (i) et (ii) suivantes sont équivalentes : 

(i) (B,i, i') est un triple de Manin 

(ii) Notant ii = p w (f) n p'), i[ = p n (ï)' H p), on a : 

a) ii et i[ sont contenues dans in l', et (Bi, ii, ii) est un triple de Manin dans 
[ n [', où B\ désigne la restriction de B à ( n ['. 

b) n n h' et n' ni) sont réduits à zéro. 

Si l'une de ces conditions est vérifiée, on appellera (_E>i, ii, ii) l'antécédent du 
triple de Manin (B,i,i f ). 

Démonstration : 

Montrons que (i) implique (ii). Supposons que (B,i,i f ) soit un triple de 
Manin dans g. Pour des raisons de dimension, ceci équivaut à i n i' = {0}. 
Ceci implique immédiatement la propriété b) de (ii). 

Montrons ensuite que ii est une sous-algèbre de Lie réelle de [n (', et isotrope 
pour B\. 

Etudiant les sous-espaces poids sous j , on v °h que : 

ïnp' = (ini')e(ïnn') (2.31) 

Comme [ n [' est j -invariant et que p n ' (l (1 n') est réduit à zéro, on a : 

/(inp') c ini' 

Il en résulte que ii est bien contenu dans l n ['. Par ailleurs, la restriction de 
p"' à p' est la projection sur [', parallèlement à n'. C'est donc un morphisme 
d'algèbres de Lie, ce qui implique que ii est une sous-algèbre de Lie rélle de 

[ni'. 

Soit X, Xi G ii. Ce sont des éléments de [ n [', et il existe N' et N[ G n' tels 
que Y et Y 1 soient éléments de i, où : 

Y := X + N', Y 1 := X 1 + N[ 
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Par ailleurs rP et p' sont orthogonaux pour B (cf. la fin de la démonstration 
du Théorème 1). Un calcul immédiat montre alors que B(Y,Y\) est égal à 
Bi(X, Xi). Comme Y,Yi G i, B{Y,Y\) est nul. Finalement, ii est isotrope 
pour B\. On montre de même des propriétés similaires pour i 1 . 
Montrons ii + i[ = l D P. Soit X G l n ï'. Alors X = I + I', avec I G i, V G i'. 
Ecrivons I — H + N, I' = H' + N' où H G f), G F?, N G n, JV' G n'. On 
a donc : 

X = H + N + H' + N' (2.32) 

ce qui implique : H = X — H' — N' — N. On voit ainsi que H est élément 
de (p' + n) fl l. Décomposant sous l'action de jo, on voit que : 

(p' + n ) n 1 = p' n ï (2.33) 

Finalement H est élément de 1) fl p'. de même, on voit que H' est élément de 
F)' H p. Par ailleurs, n et n' sont des sous-espaces j -invariants et en somme 
directe avec [fl P. Donc, appliquant p lnl > à (2.32), on a : 

X = p lnl ,(H)+ P MH') 

De (2.31), on déduit que la restriction de p n > à Iflp' est égale à la restriction 
de p n ' à t fl p'. Donc, on a : 

Plnl ,(H)=p n '(H) eii 

on obtient de même : 



et l'on conclut que : 

Ceci achève de prouver que 



Pmv(H) G ^ 

x g u + 1; 



[ n \! = h + i[ (2.34) 

Par ailleurs : 

[ fl l' est le centralisateur d ' un élément serai — simple de g, dont 

l ' image par la représentation adjointe n ' a que des valeurs propres 

réelles (2.35) 

En effet ([ fl P) © ((n' fl l) © n) est une décomposition de Langlands d'une 
sous-algèbre parabolique de q. 

Alors la restriction B\ de B à ( fl P est une forme de Manin (cf. Corollaire 
du Lemme 2 ), et ii, qui sont isotropes pour _B 1; sont de dimension réelles 
inférieures ou égales à la dimension complexe de [fl P. La somme dans (2.34) 
est nécesssairement directe, ce qui achève de prouver que (i) implique (ii). 
Montrons que (ii) implique (i). Supposons satisfaites les conditions a) et b) 
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de (i). Montrons que i fl i' est réduit à zéro. Soit X un élément de i fl i'. 
Alors : 

X = H + N = H' + N', où H et), H'eff', N G n, JV'ge' (2.36) 
On a alors : 

H = H' + N' - N G l n (p' + n) 

(2.33) implique que H E [fl p'. De même, on montre que H' E 1' fl p. 
Appliquant p lnl i à (2.36), on voit que : 

Pini'(X) = pmv(H) = pmi'(H') 

et, grâce à la première partie de la démonstration, cela conduit à : 

Pini'(X) = p n '(H) = p n (H') G ii fl i[ 

Donc on a : 

p n '(H) =p n (H') =0 

Mais p w est injective sur () fl p', car n' fl f) est réduit à zéro. En effet n' fl f) est 
contenu dans n' fl l. On voit que cette dernière intersection est égal àn'flm. 
Donc n' fl f) est égal à n' fl f), qui est réduit à zéro, d'après b). Donc H est nul 
et il en va de même de H'. Alors X est un élément de n fl n', qui est réduit 
à zéro, d'après nos hypothèses sur p, p'. Donc X est nul et i fl i' est réduit à 
zéro. Alors la somme i + i' est directe, et l'on a q = i © i' pour des raisons de 
dimension. Ceci achève de prouver le Théorème. □ 



Proposition 4 Si (B,i,i') est un triple de Manin sous (p,p'), d'antécédent 
(Si, ii, iQ, et si g = nn'x G P n P' , où x G L n L' , n G N v , n' G N' L , 
l'antécédent de (B, Ad g(i), Adg{\')) est égal à (Bi, Ad x(ii), Adx(i[)). 

Démonstration : 

Ecrivons i = Ad g(\) et |) = i fl [, etc.. On note (Bi,^,^), l'antécédent de 
{B, Adg(i), Adgiy')) . On a, grâce à la Proposition 2, : 

g = n'nx = n'x(x~ 1 nx) 

Donc : 

Ad g(ï) = Adn'x(i) 
puisque x~ x nx G N C /. Comme n'x G (L fl L')N' L C L, cela implique : 

| = Ad rix(ï)), 

où ï) = i fl L Mais n'x est aussi élément de P'. Alors, on a : 

f) np' = Adn'x(î)np') 
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D'où l'on déduit : 

ii =p n '(Adn'x(ffr\p')) 

Mais il est clair que la restriction de p n ' à p', n'est autre que la projection sur 
[', parallèlement à n'. Cette restriction entrelace l'action adjointe de P' sur 
p' avec l'action naturelle de P' sur [', identifié au quotient de p' par n' (N' 
agit trivialement). Il en résulte : 

ii = Adx(p n '(^r)p')) = Adxfa) 

comme désiré. On traite de manière similaire □ 



3 Triples de Manin pour une algèbre de Lie 
réductive complexe : Relèvement 

Théorème 4 (i) Tout triple de Manin sous (p,p') est conjugué, par un 
élément de P H P' à un triple de Manin , (B,x,x'), sous {p,p'), d'antécédent 
(B 1 ,i 1 ,i' 1 ), satisfaisant les propiétés suivantes : 

On note a (resp. a' ), Vaf-involution de m (resp. m') ayant b, (resp. b,' ) pour 
espace de points fixes. Il existe une sous-algèbre de Cartan fondamentale 
f (resp. f), de i (resp. i'), contenue dans i\ (resp. i[) telle que la paire 
(f , a) vérifie les conditions 1) à 6) qui suivent (la paire (f, a 1 ) vérifiant des 
conditions similaires, numérotées 1') à 6'), avec les changements évidents) : 

1) L'application a est une af-involution de V algèbre de Lie m, avec ensemble 
de points fixes i) et f est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de ii telle 
que f = f © (f fi a), où f = f fl f}. De plus f n a est isotrope pour B, de dimen- 
sion réelle égale à la dimension complexe de a, et i) est isotrope pour B. On 
note ) le centralisateur dans q de f, qui est une sous-algèbre de Cartan de q, 
contenue dans [fl \! , d'après le Lemme 11. 

2) L'intersection de i) avec n' est réduite à zéro. 

3) Il existe une sous-algèbre de Borel, b, de m, contenant j fim, et contenue 
dans m fl p' , tel que a(b) + b = m. 

4) Il existe une unique décomposition de Langlands de pi, où ii est sous p l7 
pi = Ii © Ui, telle que | x contienne f. De plus mi = li er est égal à l'idéal 
dérivé de (m n [') n a(m n [') . 

5) Si a G A(m, j) ; on peut définira G A(m, j) par la condition : a(m a ) = m-. 
On a : tli = © a eA(mnn',j)nA(mni',j)tTi-. 

6) ) La restriction de a à mj est égale à l' af-involution dont l'espace des points 
fixes est égal à {) := ii fl mi- 

On dit alors que le triple de Manin (B,i, i') est lié à (B 1 ,i 1 ,i' 1 ), avec lien 
(f- f'K 

(ii) Réciproquement si B est une forme de Manin sur q, si Bi est sa restric- 
tion à (H si (i?i,ii,i'i) est un triple de Manin pour \ et si (a, f) (resp. 
(a', f) ) vérifient les propriétés 1) à 6) (resp. 1') à 6')), posant i = b] © n, où 
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(j = h, e (f n o), (resp. i' = © n', on h/ = h/ © (f n a') a/ors {B, i, i') est 
un £npZe de Manin sous (p,p'), lié à (Bi,ii,i[), avec lien (f, f). 

Remarque 2 Dans /e Théorème, la condition 3) implique la condition 2). 
En effet si 3) est satisfait, pour des raisons de dimension, b H o~(b) 7 gni 
contient une sous-algèbre de Cartan de m ( voir (2.1)), est réduit à j D m. 
Par ailleurs, comme b est contenu dans p'nl, n'Dl est contenu dans le radical 
nilpotent de b. Par suite, on a : 

(n' n [) n tr(n' n c (n' n [) n j = {0} 

Donc, n' H l H ï) es£ réduit à zéro. Comme b, est contenu dans l, n' D f), n' D l 
est également réduit à zéro, comme désiré. 

Démonstration : 

Démontrons (i). Soit (i?, i, i') un triple de Manin pour g, sous (p,p')- On 
note f) = î fl m, etc. Comme i + i' = g, on a : 

Ï + P' = 

Appliquant pi à cette égalité, on en déduit : 

(in + (p'nl) = [ 

On applique encore la projection de 1 sur m, parallèlement à a pour obtenir : 

f) + (p' n m) = m 

En conséquence, H_{P' H M) est ouvert dans M. Or (P' fl M) est le sous 
groupe parabolique de M, d'algèbre de Lie p' fl m. Par ailleurs a étant une 
af-involution, m est le produit d'idéaux nv,-, invariants par a et sur lesquels 
induit : 

soit une conjugaison par rapport à une forme réelle, 

soit "1' échange des facteurs " de deux idéaux isomorphes dont rrij est la 
somme. 

Il résulte alors de [M2], [Ml], que f) flp' contient une sous- algèbre de Cartan 
fondamentale f de h_ et une sous-algèbre de Borel de m, contenant f, contenue 
dans p' fl m, et telle que : 

a(b) + b = m (3.1) 

D'après le Lemme 11, le centralisateur \ de f := f + i a dans q est une sous- 
algèbre de Cartan de g, contenue dans [. De la définition des af-involutions, il 
résulte que toute sous-algèbre de Cartan de b. contient des éléments réguliers 
de m. Il résulte alors de [Bor], Proposition 11.15, que jfl m est contenu dans 
b. Donc i = Q fl m) © a est contenu dans p' fl L C'est une sous-algèbre 
de Cartan de p' fl [, donc elle est conjuguée à jo, par un élément du sous- 
groupe analytique de G, d'algèbre de Lie p' fl l. Mais, d'après (2.31), on a : 
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p' fl [ = ([ fl (') © (n' fl [) et ce sous-groupe analytique est égal à (L fl L')N' L , 
puisque L fl L' est connexe, d'après la Proposition 2. 
Donc, il existe n' G N' L , x G L fl L f , tels que 

Adxn'd) = j 

soit encore : 

Adn'ix) = Adx-\) ) Cinf (3.2) 

On trouve de même f , b', j.' et x' G L fl L', n G A//, vérifiant des propriétés 
similaires. On pose : 

u = nn', i = Ad u(i), i' = Aci w(i') 
Comme n et n' commutent et que n est un idéal de i, on a : 

Adu(i) = Adn'(i) 

et de même : 

Adu{\!) = Adn({) 

On pose alors : 

f = Adn'(f), }' = Adn({), b = Adn'(b), b' = Adn(b!) (3.3) 

On voit alors que (B,i, i') est un triple de Manin, conjugué par u à (B,i, i') 
et sous (p,p')- 

On va voir que f a les propriétés voulues. D'abord, f est une sous-algèbre 
de Cartan fondamentale de i, d'après le Lemme 11. Par conjugaison, on en 
déduit que f est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de i. Le central- 
isateur, j, de f vérifie 

) = Adn'ix) (3-4) 

donc est contenu dans [fl d'après (3.2). Alors, d'après le Lemme 11, on a 
bien f = f © (f fl a), où f = f fl f), et f fl a est égal à i a , donc isotrope pour B 
et de la dimension voulue, d'après le Théorème 1. De même f) est isotrope 
pour B. 

On a vu que f est contenu dans i fl t fl [', donc dans b, fl p'. De plus p n est 
l'identité sur ['. Donc f est contenu dans ii. Par ailleurs, comme f est une 
sous-algèbre de Cartan de i, contenue dans b] fl p', c'est une sous-algèbre de 
Cartan de b] fl p' (cf. [Bou], Ch. VII, Paragraphe 2.1, Exemple 3), et par 
projection , c'est une sous- algèbre de Cartan de ii (cf. Le, Corollaire 2 de 
la Proposition 4). 

Il reste à voir, pour achever de vérifier 1), que cette sous-algèbre de Cartan 
de ii est fondamentale. 

D'après le Lemme 11 (iv), il existe une unique décomposition de Langlands 
Pi = li © Wi, telle que | x contienne f. On note rr^ = [ 1 der . Il suffit de voir que 
f firri! est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de f) . Pour cela, il suffit 
de voir qu'aucune racine de f fl m! dans ^ n'est réelle. D'après le Lemme 
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11 (iv), f = (f n mi) © (f n fli), où Û! est le centre de l 1 . Alors, une racine 
a de f n m! dans m.! , prolongée par zéro sur f n g-i est une racine de f dans 
m. Mais alors, comme f est une sous- algèbre de Cartan fondamentale de t), 
a n'est pas réelle sur f. Ceci prouve que f est une sous-algèbre de Cartan 
fondamentale de ii. 

2) résulte du fait que l'intersection de i et i' est réduite à zéro, car i' contient 
n'. 

L' équation (3.1) assure, par transport de structure que 3) est satisfait. 
Comme f est une sous-algèbre de Cartan de ii, l'existence de [ x contenant f, 
résulte du Lemme 11 (iv). 

Décrivons plus précisément ii. Pour cela commençons par décrire l'action de 
f sur f) flp'. Soit a G A (m, j). Comme les éléments de f sont fixés par a, j Dm, 
qui est le centralisateur de f dans m, est cr-invariant. Il résulte du Corollaire 
du Lemme 6, que m Q est alors contenu dans un idéal de m, stable sur lequel 
a est soit linéaire soit antilinéaire Donc, a est soit linéaire soit antilinéaire 
sur m a . Comme, pour X G m" et H G j, on a : 

[H, a{X)\ = [aa(H), a{X)\ = a([a(H), X}) = <j(a(a(H))X), (3.5) 

et on peut définir a G A (m, j) par : l'égalité 

<j( m a ) = (3.6) 

Par ailleurs b et a(b) sont des sous-algèbres de Borel opposées relativement 
à j fl m, car 3) a été vérifié. On déduit de ce qui précède : 

a, a G A (m, f) (3.7) 

On note : 

f) a := (m a + m^r, aeA(m,f) (3.8) 

On a : 

i) = f ©aeA(fa,j) ï)a (3.9) 

On vérifie aisément que f) a est invariant sous f. Montrons : 

f) Q est irréductible sous f (3.10) 

Comme a est différent de a, f) Q , qui est égal à {X + a(X)\X G m a }, est de 
dimension deux sur KL S'il a un sous-module irréductible non nul, MX, X 
doit se transformer sous f par un caractère réel de f . Celui-ci doit être égal à 
la restriction de a ou a à f. Alors (3.10) va résulter de la démonstration de : 

Pour tout a G A (m, j), a restreint à f n' est pas réelle (3.11) 

Distinguons deux cas. 

a) m a est contenu dans un idéal m , stable par a, sur lequel a est antilinéaire. 
Pour démontrer (3.11), on se réduit au cas où m = trio, i.e. on peut supposer a 
antilinéaire. (3.5) montre que la restriction de a à f est égale à la conjugaison 
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complexe de la restriction de a à f, donc a est réelle sur f si et seulement si 
ces deux restrictions sont égales. Mais b, étant, dans notre cas , une forme 
réelle de m, f est une forme réelle de j. Si les deux restrictions à f étaient 
égales , on aurait alors a = a, ce qui n'est pas. (3.11) en résulte dans ce cas. 
b) m" est contenu dans un idéal de m, produit de deux idéaux simples, m', 
m", et a restreint à m' x m" est C linéaire et de la forme : 

(X',X") ^ (r- 1 (X"),r(X')) ) (X',X") G m' x m" 

où r est un isomorphisme C-linéaire entre les algèbres de Lie m' et m". Ici 
aussi, on se réduit à prouver l'assertion lorsque m = m' x m". L 'étude des 
points fixes de a, montre aisément que, dans ce cas, f est un sous-espace 
vectoriel complexe de j, sur lequel la restriction de a est non nulle , et au- 
tomatiquement C-linéaire, donc n'est pas réelle. Ce qui achève de prouver 
(3.H). 

En décomposant l'action de jo sur ï H p'> 011 trouve : [ D p' — (m D p') © O, 
puis, tenant compte de la définition de f) : f) Dp' = (J) Dp') ©i a Décomposant 
h n p' en représentations irréductibles sous f, on voit que : 

f) H p' = f ©aeA(bj), t, a cp> f)a 

Il est clair que t} a est contenu dans p' si et seulement si c'est le cas de m a et 
de m-. Mais on a : 

m n p' = (m n [') © (m n n') 

De plus comme b est contenu dans p', m D n' est contenu dans b, c'est à 
dire : 

m nn' = bnn' (3.12) 
En particulier, si a G A(b,j), a n'est pas élément de A(mnn',j). Par suite : 



f) fl p' — f © (® Q g A(bnt',j)n A(mnt',j) fret) © (©ag A(bnn , ,j)n A(mn[',j) ha) 

Etudions l'image, ii, de ^np' par p"'. Si a G A(bnC, j)nA(m n [', j), t) a est 
contenu dans mPlC, et p n '{i)a) est égal à f) a . Si a G A(bfln', j)nA(m fl m a 
est contenu dans n' et m- est contenu dans ['. Comme f) a = {X + a(X)\X G 
w"}) P n '{ha) est égal à m-. Enfin p"' est l'identité sur f = f © i . 
Finalement : 

/(^np') = Ui©Di©i„ (3.13) 

où : 

Ui = f © (©qg A(bnr,))n A(mn[ , ,j) ï)a) (3-14) 

et 

f 1 = ©agA(bnn',j)n A(mnl / ,j) Tn~ (3.15) 

On remarque que : 

ui = ((mn[')nff(mn[')r (3.16) 
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Donc Ui est une sous-algèbre de Lie de m fl [', réductive. On note 31 son 
centre. Alors : 

ti := ii © Oi ©i a 

est un idéal résoluble de ii = p n '(f) fl p'), admettant la sous algèbre de Lie 
semi-simple uf r comme supplémentaire dans ii. Donc ti est le radical de Ui. 
Etudiant l'idéal dérivé, if r de i 1; on a : 

if r c uf r © t>i 

Par ailleurs uf r est contenu dans if r , de même que t>i, car [f, t>i] = t>i, 
d'après (3.11). Finalement, on obtient : 

if r = uf r © tJi, ti n if r = t>i 

Donc Oi est égal au radical nilpotent de ii (cf. [Bou], Ch. I, Paragraphe 6.4, 
Proposition 6), i.e. : 

t>i=n! (3.17) 

La propriété 5) est prouvée. 

Prouvons 4). On a vu que le centralisateur j de f est une sous-algèbre de 
Cartan de l, égale à (j fl m) + 0. Par ailleurs, comme f est contenue dans ii, 
donc dans [', ce centralisateur contient o', puis est contenu dans 1'. Donc, ) 
est une sous- algèbre de Cartan de inl'. On pose : 

[~ :=((mn(')n<7(mnr))©a (3.18) 

qui contient ). On pose p 1 := Ii © Di, qui contient la sous-algèbre de Borel 
de mr, l'n (<r(b) ©a). ~ 

On va voir que p ± est une sous-algèbre de Lie de [fit'. L'équation (3.12) jointe 
à la définition de Ui et tq (cf (3.14), (3.15) et (3.16)), permet de voir que le 
crochet de Ui et tq est contenu dans tq. Ceci implique que p 1 est une sous 
algèbre de Lie de l fl ['. C'est une sous-algèbre parabolique, car elle contient 
une sous-algèbre de Borel. 

L'analyse des poids sous j montre que | x © Oi est une décomposition de Lang- 
lands de la sous-algèbre parabolique, p , de [fl ['. En particulier p 1 admet di 
comme radical nilpotent. Donc pi = p v d'après (3.17) et (1.17), et i x © ni 

est une décomposition de Langlands de pi, telle que ^ contienne f. C'est la 
seule, d'après le Lemme 11 (iv), appliqué à ii. Donc | x = [ : 
De plus, comme a est central dans t, il résulte (3.18) que raj est l'idéal dérivé 
de (m fl [') fl (cr(m fl ['). D'après le Théorème 1, on sait que h_ x := ii fl tt^ est 
l'espace des points fixes d'une af-involution de rr^ que l'on note a 1 . m l . 
En outre, on a ^ = (hOl^, d'où l'on déduit : 

h_ 1= uf r (3.19) 

On sait, d'après (3.16), que iq est l'espace des points fixes de la restriction 
de a à dont l'idéal dérivé est égal à m^Comme ^ est réductive, passant 
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à l'idéal dérivé, on voit que [) = uf er est égal à l'idéal dérivé de l'ensemble 
f) 1 ' des points fixes de la restriction çr/, de a à m^. Montrons que f) ' = f) . 
Notons qi (resp. q^), 1' orthogonal de f) (resp. f) ') pour la forme de Killing 
de l'algèbre de Lie m 1; regardée comme algèbre de Lie réelle. Alors, on a : 

mi = © qi = f)/ © q/ 

D'où l'on déduit : 

3h^=^ + [qWi] + K,qi] 

Mais q[ est contenu dans qi et [qi,qi] est contenu dans f) . D'autre part 
[ï/^q'i] est contenu dans q' x . Finalement, tenant compte du fait que ij est 
semi-simple, on a : 

liC^ + qi 

D'où l'on déduit l'égalité de f) et f) et par suite celle de q_ x et a[ x . Ceci 

achève de prouver 5) et 6). 

On vient d'achever la preuve de (i). 

Passons à la preuve de (ii), dont on retient les hypothèses. D'abord i et i' sont 
des sous-algèbres de Lie réelles, isotropes, de g, dont la dimension réelle est 
égale à la dimension complexe de g, d'après la condition 1) et le Théorème 
1. On va appliquer le Théorème 3 pour voir que (B,i,i') est un triple de 
Manin. 

Une analyse de l'action de f, similaire à celle qui a été faite au cours de la 
preuve de (i) conduit à l'analogue des équations (3.13) à (3.16). L'analogue 
de l'équation (3.16) et la condition 6) montrent que uf er contient f) := tr^nii. 

Par ailleurs f est contenu dans p n '(f) H p') , car f C l H [' fl f), d'après 1). 
D'autre part, d'après 5) : t>i = ni. 

Finalement p n '(f) Dp') contient ii. Par ailleurs, comme i est isotrope pour B, 
le raisonnement du début du Théorème 2, montre que p n '(f) Dp') est isotrope 
pour B\. Donc, pour des raisons de dimension, on a : 

/0)np') = ii 

De même, on voit que : 

P n (f)'np) = i' 1 

Tenant compte de 3), le Théorème 3 montre que (B,i, i') est un triple de 
Manin pour g, d'antécédent (Bi, ii, i^). 

Montrons que f est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de i. D'après 
(3.11), aucune racine de f dans m n^est réelle, donc f est une sous-algèbre 
de Cartan fondamentale de f). Alors f est une sous-algèbre de Cartan fonda- 
mentale de i, d'après le Lemme . On a le même résultat pour f. Ceci achève 
de prouver le Théorème. □ 
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Proposition 5 (i) Tout triple de Manin sous (p,p') est conjugué, par un 
élément de G, à un triple de Manin, (B,i,i'), sous (p,p'); pour lequel il 
existe : 

1) Une suite finie strictement décroissante de sous-algèbres de Lie réductives 
complexes de q, Qo = g, £ji = l fl [' ,...,Q k ,..., contenant jo, se terminant à 

dp = h- 

2) Une suite de couples de sous-algèbres paraboliques des Q k , {pk->p' k ), Pfc 
contenant bo H Q k , p'k contenant b' fl Qk, avec po = p, p = p' , et telle que, 
notant l k ®\\ k (resp. l' k @\\' k ) la décomposition de Langlands de pk (resp. p' k ) 
avec j C l k , l' k , on a : 

9k = ïfc-i H i = l,...,po 

3) Une suite de triples de Manin, (B k ,i k ,i' k ), dans Q k , k = 0, ...,p , où 
(-B ,io,i ) = (B,i,i'), chacun étant lié à son antécédent. On notera (fk,f k ) 
un lien entre (B k ,i k ,ï k ) et (B k+1 , i k+1 , ï k+1 ), k = 0, . . . ,p - 1. 

On appelera une telle donnée une tour standard de triples de Manin dans q. 
On dira aussi que (B,i, i') est fortement standard. 

(ii) La suite des (flfc, P&, PÎt, B k ) ne dépend que de la classe de conjugaison 
sous G du triple de Manin initial. En particulier p ne dépend pas de la tour 
choisie. On l'appelle la hauteur (de la classe de conjugaison sous G) du triple 
de Manin de départ. De plus, si deux tours standards, (B k ,i k ,i' k ), (B k ,i k ,]! k ), 
sont associées à un même triple de Manin, pour tout k — 1, . . . ,po, il existe 
gk G Gk conjuguant \ k et i k et aussi \' k et '{ k . 

(iii) Le triple de Manin dans jo, (B Po , x Po , i' ), ne dépend que (de la classe 
de conjugaison sous G) du triple de Manin de départ. En particulier il ne 
dépend pas de la tour standard associée à ce triple de Manin. On l'appelle 
le socle de la classe de conjugaison sous G de triples de Manin considérée. 
Notons que (i po ,ip ) est juste une paire de sous-espaces vectoriels réels de 
jo, isotropes pour la restriction, B Po , de B, de dimensions maximales et en 
somme directe. 

(iv) Il existe y k G I k , k = 1, . . . ,p tel que : 

f fc = Ad y k+1 ...Ad y po (i po ) C \ k H k = 0,...,p -l 

On notera x\ — y± . . .y Po G I\ . . . I po C L H L' , de sorte que fo = Ad Xi(ip ). 
On introduit un élément x[ ayant les mêmes propriétés pour f' et i' po 

Démonstration : 

Montrons (i) par récurrence sur le rang de Q der . Le cas où Q der est nul est 
clair. Suposons le non nul. 

D'après le Théorème 3 (i), étant donné un triple de Manin sous (p,p'), il 
existe un triple de Manin, (B,i, i'), qui lui est conjugué sous G, et qui est lié 
à son antécédent (B 1: x 1: i'J. Comme [fl [' est différent de g, d'après le 
Théorème 2, l'hypothèse de récurrence implique qu' il existe gi G L H L' = 
(LnL')°, tel que (B l7 ii, i^) = (Bi, Adgi^), Adgiiv^)) soit le premier élément 
d'une tour standard, Tî, de Q± :— [fl ['. Mais il est facile de voir, par transport 
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de structure et grâce à la Propostion 4, que (B, i, i') := (B, Adgi(ï), Adgi(ï)) 
est lié à (Bi, i\, i^), un lien entre les deux étant obtenu par conjugaison par gi 
d'un lien entre et (B 1 ,i 1 ,^ 1 ). Adjoignant (B,i, i') à la tour standard, 

7i, dans 0i, on obtient une tour standard dans g, qui possède les propriétés 
voulues. Ceci prouve (i). 

Montrons (ii) par récurrence sur le rang de Q der . Si deux tours standards, 
(Bk,ik,i' k ), (-Bfc,i fe ,ifc), sont associées à un même triple de Manin sous (p,p'), 
on a po = P = P) Po = Pg = P, d'après la Proposition 1, donc gi = g r De 
plus, d'après la Proposition 2 (i), (£> , io, i'o), (-Bo,io>io) son t conjugués par 
un élément de P fl P'. Alors, d'après la Proposition 4, les antécédents de 
(i?o,io,io), (-£>o,io;io) son t conjugués par un élément de G\ — L fl V . On 
applique l'hypothèse de récurrence pour achever de prouver (ii). 
(iii) résulte de (ii) appliqué à l'indice k = p . 

Pour (iv), on procède par récurrence descendante sur k. Il suffit alors d'obser- 
ver que, ffc et f k +i étant deux sous-algèbres de Cartan fondamentales de i*,, 
d'après la définition des liens (cf. Théorème 4), elles sont conjuguées par un 
élément de h+i- □ 

On s'intéresse maintenant à l'utilisation de la partie réciproque du Théorème 
4. On se fixe une forme de Manin B sur g. On note B\ sa restriction à 
[fl ['. On se donne un triple de Manin, (i?i, ii, i^), fortement standard dans 
[ H ['. On emploie les notations de la Proposition 5, pour une tour standard 
débutant par ce triple de Manin. On fixe f (resp. f) une sous-algèbre de 
Cartan fondamentale de ii (resp. i^). Procédant comme dans la preuve du 
point (iv) de la Proposition 5, on trouve x\ G I± . . . I Po , x[ G I[ . . . I' po , avec 
f = Adxi{y Po ), f = Adx'^i'j^). Si a est une af-involution de m, on notera 
ct = Ad x^ 1 o a o Ad x\\ m et f) = m CT , etc. 

L'intérêt du Lemme suivant réside dans le fait qu'il réduit une partie de la 
construction d'un relèvement de (B±, ii, i^), avec lien (f, f), à des questions 
sur le socle de celui ci. 

Lemme 13 Soit a une af-involution l'algèbre de Lie m. 
La paire (a, f) vérifie les conditions 1) à 5) du Théorème 4, si et seulement si 
(<t, i po ) vérifie des conditions similaires, où l'on remplace^ par li (où ti©rii 
est la décomposition de Langlands de pi telle que li contienne jo), \) l par 
f)i = ii fl mi . En particulier, il faut que x Po vérifie \ Po = (i Po fl m) © (i Po fl a). 

Démonstration : 

On remarque que Ii-,- ■ ■ , I Po sont tous contenus dans L\ H L^, qui normalise 
tii. Comme I\ normalise ni, il en va de même de X\. On remarque également 
que li = Ad xi(li), car j = Adxi(jo). Par ailleurs x\ est dans L fl L'. Le 
lemme est alors une simple application du transport de structure. □ 

Proposition 6 Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe, ) une sous- 
algèbre de Cartan de g. On note j^, l'espace des éléments de ), dont l'image 
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par la représentation adjointe n'a que des valeurs propres réelles. 

(i) Si f C j est une sous-algèbre de Cartan fondamentale d'une forme réelle 
de g, \), il existe un ensemble de racines positives de A(g,j) ; A(g,j) + une 
involution C-linéaire de)* , induisant une involution du diagramme de Dynkin 
correspondant et telle que : 

f={X Ej\ t r(X) = -X} 

où X i— > X est la conjugaison de ) par rapport à sa forme réelle et où *r 
est la transposée de t. 

De plus r est caractérisée par cette condition. 

(ii) On note a la conjugaison de g, par rapport à sa forme réelle f). Une 
forme réelle de g ; \)' , admet f pour sous-algèbre de Cartan , automatique- 
ment fondamentale, si et seulement si elle est l'espace des points fixes d'une 
involution antilinéaire, a' , de la forme : 

a' = 0-0 Ad j, j e Z\a, J) = {3 g J\r = r 1 } 

(iii) Si j =j 1 j 2 jï c r ,on a : 

a o Ad j = Ad o (cr o Ad ji) o Ad j 2 

(iv) Le quotient H 1 {a, J) du groupe Z l (a, J) par son sous-groupe B l (a, J) = 
{J3~ a \j e J} est fini. 

Démonstration : 

On note a la conjugaison de g, par rapport à sa forme réelle f). 

Comme f est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de f), on peut choisir 

un élément régulier de g, X , dans f fl ifa. On définit : 

A(g,j) + :={aGA(g,j)|m(X )>0} 

On remarque que la conjugaison complexe induit une involution de A(g,f) 
car si (5 G A(g, f) et X G g' 3 , a(X) est élément de g?. Si (3 G Hom R (f, C), (3 
admet un unique prolongement C-linéaire à ). Celui-ci appartient à A(g,j) 
et est noté (3. Alors l'application : 

a ^ -(ôjf), a G A(gJ) 

est clairement induite par un endomorphisme M-linéaire du sous-espace réel 
de j* engendré par les éléments de A(g,j). On note son prolongement C- 
linéaire à j*, r. Alors r est involutif. On voit facilement qu'il préserve 

et induit donc une involution du diagramme de Dynkin. 
Par ailleurs : 

f = (f n j R ) © (f nij R ), j = f ©if 

car f est une sous-algèbre de Cartan d'une forme réelle de g, contenue dans 
j. Tenant compte de ces décompositions, on vérifie aisément l'égalité : 

f={XGj|V(X) = -X} 
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A noter que celle-ci caractérise la restriction de r à f, donc détermine r par 
C-linéarité. D'où (i). 

Montrons (ii)). Soit f)' une forme réelle de g, admettant f pour sous- algèbre 
de Cartan . D'abord celle-ci est fondamentale car aucune racine de f n'est 
réelle puisque f est fondamentale dans f). Notons a' la conjugaison par rap- 
port à f)'. Alors oo' est un automorphisme C-linéaire de l'algèbre de Lie g, 
qui est l'identité sur f, donc sur j, par C-linéarité. Il est donc de la forme 
Adj, j G J (cf. [Bou], Ch. VIII, Paragraphe 5.2, Proposition 2 ,et Ch. VI). 
Donc, on a : 

a' = a o Ad j 

Le fait que a' soit une involution montre que j doit être élément de Z 1 (a, J), 
et a' a la forme voulue. 

Réciproquement, on remarque que si a' est de la forme indiquée, c'est un 
automorphisme antilinéaire de g, qui est involutif car j G Z 1 (a, J). Son en- 
semble de points fixes est une forme réelle de g, ()', contenant f. Donc f est 
une sous-algèbre de Cartan de h', nécessairement fondamentale, comme on 
l'a vu plus haut. Ceci achève de prouver (ii). 

Montrons (iii), en identifiant J à C n /Z n , la restriction de a à J étant alors 
définie par passage au quotient d'un endomorphisme antilinéaire de C n , 
préservant Z n , noté à. Un calcul immédiat montre que : 

H\a, J) « ({X G R n \ à(X) = X, 2X G Z n } + Z n )/Z n 

Mais le deuxième membre est contenu dans ((l/2)Z n )/Z n qui est isomorphe 
au groupe fini (Z/2Z) n . Ceci achève de prouver (iii) et la Proposition. □ 
La preuve de la Proposition suivante est immédiate 

Proposition 7 Soit $ji une algèbre de Lie simple complexe, ji une sous- 
algèbre de Cartan de Q±. On note g := Qi x g 1; j := j x x j 1 . 

(i) Un sous- espace f est une sous-algèbre de Cartan de l'espace des points 
fixes d'un automorphisme involutif C-linéaire de g, permutant les facteurs, 
si et seulement si 

f = {(X,r(X))\X e ôl }, 
où r est un automorphisme de A(jji, ji), Vinvolution étant alors donnée par: 

a f (X,Y) = (f-\Y),f(X)), (X,Y) G 01 x 01 , 

où f est un automorphisme de Q\, dont la restriction à ji est égale à r. 
En particulier il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour r et f. 

(ii) Si f est un automorphisme de Qi, dont la restriction à )\ est égale à r, 
les automorphismes de gi possédant la même propriété sont ceux de la forme 
f o Adj 1} jx G Ji. 

(iii) Les automorphismes involutifs C-linéaires de g permutant les facteurs, 
dont f est une sous-algèbre de Cartan de l'ensemble de ses points fixes, sont 
de la forme : 

Adj^ 1 o o> o Ad j 
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où 



j = (ii, i), ji e -A 



Le Théorème 4 montre que, à conjugaison sous G (ou sous Pfl P' d'après la 
Proposition 2 ), tout triple de Manin fortement standard de g, sous (p,p'), 
est obtenu par relèvement d'un triple de Manin fortement standard de [ fl ['. 
Il est clair que l'ensemble des classes de conjugaison sous G des relèvements 
d'un triple de Manin de [fl [', ne dépend que de la classe de conjugaison sous 
LC\L' de ce triple de Manin, ceci par transport de structure. C'est pourquoi 
on peut se limiter à appliquer le relèvement à une famille "J de représentants 
fortement standard des classes de conjugaison sous L(~)L' de triples de Manin 
de [ H [', pour obtenir tous les triples de Manin sous (p,p'), à conjugaison 
sous G près. D'après la Proposition 4, le relèvement de deux triples de Manin 
distincts de 3 sont non conjugués sous g. La Proposition suivante permet de 
donner une condition pour que deux relèvements d'un même élément de £F 
soient conjugués. 

Proposition 8 (i) Si deux triples de Manin de q, (B,i,i'), i') 7 sous 

(p,p') 7 ayant le même antécédent, sont conjugués sous G, alors il existe 
x G M, x' G M 1 tels que : 

Adx(t)) = \), Ad x' ([)') = [/, où f) = in m, etc. 

De plus : 

ia — i a e t V = ïa' 

(ii) Si (B,i,i'), (B,i, i') sont deux triples de Manin sous (p,p') pour lequel il 
existe x G M, x' G M' tels que : 

Adx{\) =i, Adx'(ï) =i', 

ils sont conjugués par un élément de G, si et seulement si xi fl x V . Ici I 
désigne le groupe H AN, où H = {m G M\Adm préserve i)}. De plus I est 
le normalisateur dans q de i. Le groupe V est défini de manière similaire. 

Démonstration : 

Si deux triples de Manin sont comme dans (i), il existe g G P fl P' qui les 
conjugue, d'après la Proposition 2 (i). Ecrivons g = unn f , avec u G Lfl L', 
n G Nl>, n' G N' L et posons x = un' G L, x' = un G L' . Comme n et 
n! commutent et que n normalise i, on a : Ad x(i) = i. Comme x G L, 
Adx préserve m et fixe les éléments de a. D'où il résulte immédiatement que 
Ad x(\)) = f) et i a = î a . Ecrivant x = xa, avec x G M, a e A, on voit que 
x vérifie les propriétés voulues. On procède de même pour trouver x'. Ceci 
prouve (i). 

Montrons (ii) et soit deux triples de Manin comme dans l'énoncé. Ils sont 
conjugués sous G, si et seulement si il existe y G G tel que : 

Ady(i)=i,Ady(i')=ï 
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Comme x G M, il normalise n et fixe a. Tenant compte des conditions de 
l'énoncé, on voit que y doit vérifier : 

Adx~ l y{\) = \,Adx'~ l y(\!) = M 

Pour conclure, il reste à prouver que le normalisateur dans G de i, est 
bien égal à /. Il est clair que / est bien contenu dans ce normalisateur. 
Réciproquement, soit y un élément de ce normalisateur. Il normalise le rad- 
ical nilpotent n de i, donc y G P, d'après (1.17). On écrit y = man avec 
m G M, a G A, n G N. Comme AN est dans le normalisateur de i, on voit 
que m normalise i et donc aussi f) = i H m. Donc m G H et y appartient à /, 
comme désiré. Ceci achève de prouver la Proposition. □ 
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